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列夫•达维多维奇 * 朗道 （ 1908 — 1968) 理论物理学家、苏联科学院院士、 
诺贝尔物理学奖获得者。 1908 年 1 月 22 日生于今阿塞拜疆共和国的首都巴库，父 
母是工程师和医生。朗道 19 岁从列宁格勒大学物理系毕业后在列宁格勒物理技术 
研究所开始学术生涯 。 1929 —1931 年赴德国、瑞士、荷兰、英国、比利时、丹麦 
等国家进修，特别是在哥本哈根，曾受益于玻尔的指引。 1932 —1937 年，朗道在 
哈尔科夫担任乌克兰物理技术研究所理论部主任。从 1937 年起在莫斯科担任苏联 
科学院物理问题研究所理论部主任。朗道非常重视教学工作，曾先后在哈尔科夫大 
学、莫斯科大学等学校教授理论物理，撰写了大量教材和科普读物。 

朗道的研究工作几乎涵盖了从流体力学到量子场论的所有理论物理学分支。 
1927 年朗道引入量子力学中的重要概念 —— 密度 矩阵； 1930 年创立电子抗磁性的 
量子理论（相关现象被称为朗道抗磁性，电子的相应能级被称为朗道能 级）； 1935 
年创立铁磁性的磁畴理论和反铁磁性的理论 解释； 1936—1937 年创立二级相变的 
一般理论和超导体的中间态理论 ( 相关理论被称为朗道相变理论和朗道中间态结构 
模 型）； 1937 年创立原子核的几率 理论； 1940 —1941 年创立液氦的超流理论（被 
称为朗道超流理论 ） 和量子液体 理论； 1946 年创立等离子体振动理论 （ 相关现象被 
称为朗道阻 尼）； 1950 年与金兹堡一起创立超导理论 （ 金兹堡-朗道唯象理 论）; 
1954 年创立基本粒子的电荷约束理论； 1956— 1958 年创立了费米液体的量子理 
论 （ 被称为朗道费米液体理论）并提出了弱相互作用的 CP 不变性。 

朗道于 1946 年当选为苏联科学院院士，曾 3 次获得苏联国 家奖； 1954 年获得 
社会主义劳动英雄 称号； 1961 年获得马克斯 • 普朗克奖章和弗里茨•伦 敦奖； 1962 
年他与栗弗席兹合著的《理论物理学教程》获得列宁奖，同年，他因为对凝聚态物 
质特别是液氦的开创性工作而获得了诺贝尔物理学奖。朗道还是丹麦皇家科学院院 
士、荷兰皇家科学院院士、英国皇家学会会员、美国国家科学院院士、美国国家艺 
术与科学院院士、英国和法国物理学会的荣誉会员。 



























































“朗道十诫”石板+ 

1958年苏联原子能研究所为庆贺朗道50岁寿辰，送给他的刻有朗道在物理学上最重 
要的忉项科学成果的大理石板，这10项成 果是： 

1. 量子力学中的密度矩阵和统计物理学 （ 1927年） 

2. 自由电子抗磁性的理论 （ 1930年） 

3. 二级相变的研究 （ 1936—1937年） 

4. 铁磁性的磁畴理论和反铁磁性的理论解释 （ 1935年） 

5. 超导体的混合态理论 （ 1934年） 

6. 原子核的概率理论 （ 1937年） 

7. 氦 II 超流性的量子理论 （ 1940—1941年） 

8. 基本粒子的电荷约束理论 （ 1954年） 

9. 费米液体的量子理论 （ 1956年） 

10. 弱相互作用的 CP 不变性 （ 1957年） 


★ Beccapa6 M f\. JlaHflay ： CrpaHMUbi MocKBa ： Mockobckum pa6oMHM ? 1988. 
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本书第二次印刷，在2007年4月第一次印刷的基础上，由南京大学物理学 
院鞠国兴教授依据英文版（第三版）做了全面细致的修订。 

中国科学院理论物理研究所刘寄星研究员根据俄文版修订了各版的编者序 
以及朗道撰写的第一版序。 





第四版编者序 


从这本书开始，科学出版社将重新出版 Jl.fl. 朗道和 E.M. 栗弗席兹的《理 
论物理学》系列教程.这是首次在栗弗席兹去世后出版.在没有原作者参与下准 
备全教程付印是令人悲伤的，现在这个重要任务落到了我的肩上. 

这次出版的《力学》修正了第三版出版后发现的印刷错误，也为使表述更为 
准确做了少量文字改动.这些修改是栗弗席兹和我共同完成的，其中有一部分已 
经反映在本书最近的英文版中. 


ji . n . 皮塔耶夫斯基 

1987 年 5 月 


第三版序 


本书的第二版与第一版几乎没有差别.在准备这一新版时，也没有发现对本 
书作任何重要修改的必要，所以除去改正了印刷错误外，本书的大部分内容基本 
上是重印.我和 Ji . n . 皮塔耶夫斯基一起仅对讲述浸渐不变量的最后几节进行 
了修改和补充. 


E.M . 栗弗席兹 

1972年6月 



从这本书开始，我们将陆续再版《理论物理学》教程，现在的计划包括以下各 
卷： • 

1•力学， 

2. 场论， ^ 

3. 量子力学（非相对论理论）， 

4 .相对论量子理论， 、 

5 .统计物理学， • 

6. 流体力学， 

7. 弹性理论， 

8. 连续介质电动力学， 

9. 物理动理学. 

第一卷的第一版曾于 1940 年由 JI . 朗道和 JI . 皮亚季戈尔斯基合著出版.'这 
次出版，虽然拟讲述内容的总计划和以前一样，但全书经过了重大修改并完全重 
写了. 

感谢 H . E . 贾洛申斯基和 Jl . n . 皮塔耶夫斯基在校对本书时给予的帮助. 


JI . Z 1；. 朗道， E . M . 栗弗席兹 

莫斯科，1957年7月 
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§ 1 广义坐标 

质点是力学的基本概念之一，是指那些在描述其运动时可以忽略大小的物 
体.当然，可否忽略大小因不同问题的具体条件而异.例如，研究行星绕太阳的运 
动时，可以认为行星是质点，但是在研究行星自转时就不能当作质点. 

质点在空间的位置由其径矢 r 确定，其分量用笛卡儿坐标表示.径 
矢 r 对时间的导数 

dr 

^ = d7 

称为质点的速度，其二阶导数 d 2 r/dt 2 称为质点的加速度.今后，对时间的导数 
经常用符号上面的点表示，如 t ; 二 〆 . 

为了确定由 N 个质点组成的系统在空间的位置，需要给定 iV 个径矢，即给 
定 3 iV 个坐标. 

通常，唯一地确定系统位置所需独立变量的数目称为系统的自由度 ®， iV 个 
质点组成的系统的自由度为 3 iV . 这些独立变量不一定是质点的笛卡儿坐标，根 
据问题的条件，有时选取其它坐标更加方便. 

对于 s 个自由度的系统，可以完全刻画其位置的任意 s 个变量 91 ， 92 ，…， t 

峰 

称为该系统的广义坐标，其导数 i 则称为广义速度. 


①这里讨论的是完整系统，非完整系统的自由度不能这样定义，参见 ：马尔 契夫著.理论力学（第3 
版）.李俊峰译.北京：高等教育出版社， 2005:21. 


译者注 
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第一章运动方程 


然而，给定广义坐标的数值并不能确定系统在给定时刻的“力学状态”，因为 
还不足以预测下一时刻系统的位置.对于给定的广义坐标值，系统可以具有任意 
的速度，因此下一时刻（即经过无穷小的时间间隔心后）系统的位置可能不同. 

经验表明，同时给定系统的所有广义坐标和速度就可以确定系统的状态，并 
且原则上也可以预测以后的运动.从数学观点看，在某时刻给定所有广义坐标 g 
和速度就唯一地确定了该时刻的加速度 f ®. 

加速度与坐标、速度的关系式称为运 动方程 .对于函数来说，这个关系 
式是二阶微分方程，原则上，将其积分可以求岀函数 gU )， 进而确定系统的运动 
轨迹. 

§2最小作用量原理 

力学系统运动规律的最一般表述由最小作用量原理（或者哈密顿原理）给 
出.根据这个原理，每一个力学系统都可以用一个确定的函数 

L ( gi ，❿，…，仏，心，4 2 ,…， 4 S ，0 ， 

或者简记为 L ( (?，〗，〖）所表征，并且系统的运动还要满足下面的条件. 

假设在时刻和 t ^ t 2 系统的位置由两组坐标 g (1) 和(? (2) 确定.那么， 
系统在这两个位置之间的运动使得积分 

S = 2 L(q ， 4 ， t)dt (2.1) 

J 'i 

取最小值②.函数 L 称为给定系统的拉格朗日函数，积分 (2.1) 称为作用量. 

拉格朗日函数中只包含 g 和夂而不包含更高阶导数…，这反映了前 
面提到的物理事实，即系统的力学状态完全由坐标和速度确定. 

下面我们通过求解使积分 (2.1) 取最小值的问题来推导运动微分方程.为了 
书写简便，我们先假设系统仅有一个自由度，只需确定一个函数 q { t ), 

设 g = g (0 是使 s 取最小值的函数，就是说用任意函数 

q ( t ) ^ 8 q ( t ) , (2.2) 

代替都会使 s 增大，其中函数 SgU ) (也称为函数 gU ) 的变分）在从 h 到 
t 2 的整个时间间隔内都是小量.由于比较函数 (2.2) 在时刻1 = ~和 t = t 2 也应 

该分别取值为 g (1) 和 9 (2) ，于 是有： 

Sg () = §9 ( 乙2 ) = 0 • (2.3) 


① 为了书写简便，我们用 g 表不所有广义坐标 a ，，…， I ，用表示所有广义速度. 

② 然而，应该指出的是，这个最小作用量原理的表述并不是对系统的整个运动轨迹总成立，而是仅 
在足够小的区段上成立.对于整个轨迹来说，积分 (2.1) 只能取极值而不一定是最小值.当然，这对于推导 
运动方程没有什么影响，因为我们只需用到极值条件. 




用 + 代替 9(0 使 s 产生的增量为 

L(q + 8q ， (j + 8q 9 t)dt — L( q 9 q 9 t)dt. 

」、 J 'i 

这个差中的被积函数按 Sg 和叫的幂展开式是从一阶项开始的 . S 取最小值® 
的必要条件是这些项之和等于零.这个和称为积分的一阶变分（或者简称为变 
分）.于是，最小作用量原理可以写成 

SS 二 8 2 L(q ， 4 ， t)dt = 0, (2.4) 

J 、 

或者变分后的 形式： 

二 2 0 + 》) dt = o . 


注意到叫= 


f M ，将第二项分部积分得: 




(2.5) 


根据 (2.3) 上式中第一项等于零.剩下的积分在 Sg 任意取值时都应该等于零. 
这只有在被积函数恒等于零的情况下才有可能.于是我们得到方程 > 


^ a_L _ aL = 

dt dq dq ' 

对于有 s 个自由度的系统，在最小作用量原理中有 5 个不同的函数应 
该独立地变分.显然我们可以得到5个 方程： 


d dL dL 

^ dq , d Qi 


(f = l ， 2 ， ". ， s). 


( 2 . 6 ) 


这就是我们要推导的运动微分方程，在力学中称 为拉格朗曰方 程® .如果给定力 


学系统的拉格朗日函数已知，则方程 （2.6) 建立了加速度、速度和坐标之间的联 
系，它们是系统的运动方程. 


从数学的观点看，方程 (2.6) 是包含 s 个未知函数％ (0 的 s 个二阶微分方 
程组.这个方程组的通解包含 2 s 个任意常数.为了确定这些常数，从而完全确定 
力学系统的运动，必须知道描述系统在某给定时刻状态的初始条件，例如所有坐 
标和速度的初值. 


设力学系统由 A 和 B 两部分组成，如果每个部分都是封闭的，拉格朗日函 
数分别是和 Lb . 在两个部分相距足够远以至它们的相互作用可以忽略的极 
限情况下，系统的拉格朗日函数趋向于 极限： 


① 一 般来说是极值. 

② 在求积分 (2.1) 极值的变分计算中，这些方程称为欧拉方程. 


• 4 • 


第一章运动方程 


lirn JL = JLa + Lb • (2.7) 

拉格朗日函数的这种可加性反映了一个事实 ：每一 个独立部分的运动方程不可 
能包含与另一部分相关的物理量. 

显然，将力学系统的拉格朗日函数乘以一个任意常数，不会改变运动微分方 
程.这似乎导致一种重要的不确 定性： 各个孤立力学系统的拉格朗日函数可以乘 
以不同的任意常数.然而，可加性消除了这个不确定性，只允许所有力学系统的 
拉格朗日函数都乘以同一个任意常数，而这归结为选择这个物理量度量单位的 
自然任意性，我们还将在 §4 中继续讨论这个问题. 

我们还需要进行以下的一般性讨论.考虑两个拉格朗日函数 I /( g ， 夂 d 和 
L ( g ，^，〖）， 它们相差某个坐标和时间的函数 /( g ，0 对时间的全 导数： 


L'iq.q ,t) = L(q,q ,t) + q ， t) • (2.8) 


计算这两个拉格朗日函数对应的积分 (2.1) 可得关 系式: 




2 L ’（ q ，4 ,t)dt 


2 L ( q ， 4 , t-)dt 



=S + f ( q {2) ， t 2 ) — f ( q (1) , ^ i ), 

峰 

即 S 和 S /相 差一个附加项.该附加项在变分时将消失，条件 SS / = 0 和 ss = o 完 
全等价，因而运动微分方程也相同. 

可见，拉格朗日函数仅可以定义到相差一个对时间和坐标的任意函数的时 
间全导数项. 


§3伽利略相对性原理 


为了研究力学现象必 须选择参考系 .一 般来说运动规律在不同的参考系下 
具有不同的形式.假如任意选择参考系，则可能使确定非常简单现象的规律在形 
式上变得十分繁琐.这自然会产生一个问题，即如何选择参考系使得力学规律在 
形式上最简单. 

相对于任意参考系，空间是非均匀且各向异性的.这就是说，如果某个物体 
与其它物体之间没有相互作用，它在空间中的不同位置和不同指向在力学意义 
上是不等价的.同样 ，一 般情况下任意参考系中时间也是非均匀的，即不同时刻 
也是不等价的.显然，时间和空间的这些性质使力学现象的描述变得复杂.例如， 
自由物体（即不受任何外力作用）不可能保持 静止： 如果在某个时刻其速度等于 
零，但在下一个时刻它幵始向某个方向运动. 

然而，似乎总是存在某种参考系，空间相对它是均匀的各向同性的，时间相 
对它是均匀的.这样的参考系称为 惯性参 考系.特别是，在这样的惯性参考系中， 
在某个时刻静止的自由物体将永远保持静止. 


§3 伽利略相对性原理 


对于在惯性参考系中自由运动的质点，我们立即可以得到其拉格朗日函数 
形式的一些结论.时间和空间的均匀性意味着这个函数不显含质点的径矢 r 和 
时间〖，即 L 只能是速度 t ; 的函数.由于 空间各向同性 ，拉格朗日函数也必是不 

依赖于矢量 t ； 的方向，只能是速度大小的函数，也就是说 L 是的 函数： 

L = L ( v 2 ). (3.1) 

由拉格朗日函数不显含质点的径矢 I •可知 aL /3 r = 0, 拉格朗日方程可写成 ® 

i 


_d d_L 
dt dv 



由此可得儿 = const . 而 3 L /3 t ； 只是速度的函数，故 


v = const . (3.2) 

可见，在惯性参考系中质点任何自由运动的速度的大小和方向都不改变.这 
就是惯性定律. 

如果在我们已有的这个惯性参考系以外，再引进另一个惯性参考系，它相对 
第一个惯性参考系作匀速直线运动，则相对这两个参考系的自由运动规律完全 
相 同：自 由运动仍是勻速直线运动. 

实验证明，不仅自由运动规律相对这两个参考系完全相同，所有力学关系式 
相对这两个参考系都是等价的.因此存在不只是一个，而是无穷多个惯性参考 
系，它们相互作匀速直线运动.在这些参考系中时间和空间的性质都是相同的， 
力学规律也是相同的.这个结论称 为伽利略相对性原理 ，这是力学中最重耀的原 
理之一. 


上面的论述充分表明，惯性参考系的特殊性决定了人们通常采用惯性系来 
研究力学现象.今后如果不特别声明，我们只在惯性参考系中研究问题. 

无穷多个这样的参考系的力学上的完全等价性还表明，不存在比其它参考 
系更优先选取的一个“绝对”惯性参考系. 

设有两个不同的参考系匕和，其中 K 7 相对 K 以速度 V 运动，同一个质 
点相对这两个参考系的坐标 r 和 〆 满足关系式 

r 二 〆 + (3.3) 

我们认为这两个参考系中的时间是相 同的： 


/ 


(3.4) 

绝对时间假设是经典力学的基础之 一®. . 

公式 (3.3) 和 （3.4) 称 为伽利略变换 .伽利略相对性原理可以表 述为： 力学运 
动方程在伽利略变换下具有不变性 .• 


① 标量对矢量的偏导数也是矢量，其分量分别等于该标量分别对矢量各个分量的偏导数. 

② 这个假设在相对论力学中不成立. 
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§4自由质点的拉格朗日函数 


下面研究拉格朗日函数的形式，首先研究一个最简单的例子——质点相对 
惯性参考系的自由运动.我们已经知道，这种情况下拉格朗日函数只能依赖于速 
度的平方.我们利用伽利略相对性原理来确定这个依赖关系的形式.如果惯性参 
考系 K 以无穷小速度 e 相对另一惯性参考系 C 运动，则有 t / = t ； + &拉格朗 
日函数 L ( t ； 2 ) 经过伽利略变换后得到1/，由于在所有惯性参考系中运动方程的 
形式都相同，故如果1/与 L (^) 存在差异的话，只能相差某个关于时间和坐标 
的函数的全导数(参见§2末）. 

于是有 

L " = L ( v ’ 1 、- L { v 2 + 2 v • e + e 2 ). 

将这个表达式展开成 s 的幂级数并忽略一阶以上的无穷小 量得： 

L ( v /2 ) = L ( v 2 ) + 2 9 £. 

o v 

只有当该等式右边第二项与速度 t ； 呈线性依赖关系时，它才能是时间的全导数. 
因此^不依赖于速度，即该情况下拉格朗日函数与速度平方成 正比： 

o V 

L = fv 2 , (4.1) 

其中 m 为常数. 

由拉格朗日函数在速度无穷小变换下满足伽利略相对性原理可知，在参考 
系 K 以有限速度 V 相对 IT 运动情况下，拉格朗日函数也满足该原理.事实上， 


T / m /2 m / . 


2 


f^ + 2ft；-y + f v 2 


或者 


T / 7 , d / 0 m , m T7 2 

L =L + d7( 2 y r - y+ y v 


第二项是时间的全导数，可以略去. 

出现在自由运动质点的拉格朗日函数 （4.1) 中的物理量 m 称为质点的质 
量.根据拉格朗日函数的可加性，对于无相互作用的质点组成的自由质点系， 
有① 


L 




2 


J 


a 


2 


(4.2) 


必须强调，只有考虑到可加性，给岀的质量定义才有实际物理意义.在§2 


①我们用拉丁字母表中前几个字母表示质点的编号，用 f 给坐标编号. 



质点系的拉格朗日函数 






曾经指出，总是可以将拉格朗日函数乘以常数而不改变方程.对于函数 (4.2) ，乘 
以常数就相当于改变了质量的单位，不同质点的质量之间的比例关系却是具有 
实际物理意义的，不会发生改变. 

容易看出，质量不可能是负的.事实上，根据最小作用量原理，质点从空间点 
1到空间点2的真实运动，使得积分 


mv 


1 2 


d 乙 


取最小值.假如质量是负的，对于质点快速离开点1再快速接近点2的轨迹，作 
用量可以取绝对值任意大的负值，不可能有最小值 


注意到 


dZ \ 2 

dt 


dl 

dt 


2 ? 


(4.3) 


是有用的.因此为了得到拉格朗日函数只需求出在特定坐标系中弧长微元 dZ 的 
平方. 


例如，在笛卡儿坐标系中 d / 2 = dz 2 十 d / 十 dz 2 ，进而有 


L = f(x 2 + y 2 


； 2 ) 


(4.4) 


在柱坐标系中 dl 2 = dr 2 + r 2 dp 2 + d2 ： 2 , 进而有 


L = y ( r 2 




)， 


(4.5) 


在球坐标系中 dZ 


2 d 0 2 + r 2 sin 2 0 d〆 ， 进而有 


L = f ( 


汐 2 + r 2 sin 2 6 cp 2 ) 


(4.6) 


§5 质点系的拉格朗日函数 

下面研究一种质点系，其质点之间有相互作用，但不受外部任何物体作用，称 
为封闭质点系 .为了描述质点之间的相互作用，可以在自由质点系的拉格朗日函数 
(4.2) 中增加坐标的某一函数（根据相互作用的性质确定） .© 将这个函数记为 


U ， 则有 




- U(r l 9 r 2 , 


(5.1) 


其中 G 是第 a 个质点的径矢.这是封闭质点系拉格朗日函数的一般形式 
函数 L 7 称为质点系的势能，而 


① 在第2页的脚注②中给出的说明不会影响这个结论，因为 m <0 时积分在轨迹上任意小区间都 
不可能有最小值. 

② 这个结论限于本书所述的经典（非相对论)力学范畴. 
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T = 2 


a 


称为质点系的动能，这些名称的含义将在§ 6中解释. 

势能仅依赖于所有质点在同一时刻的位置，这意味着其中任何质点位置的 
改变立刻影响到所有其它质点，可以说相互作用瞬间传递.这个相互作用的性质 
在经典力学中是必然的，它紧密联系着经典力学的基本前提，即绝对时间假设和 
伽利略相对性原理.如果相互作用不是瞬间传递的，即以一个有限速度传递，而 
时间的绝对性意味着通常的速度相加法则适用于所有现象，因此在有相对运动 
的不同参考系中传递速度不相同.于是相互作用的物体的运动规律在不同惯性 
参考系中也不相同，这就违背了伽利略相对性原理. 

在§3中我们只提到了时间的均匀性.拉格朗日函数的形式 （5.1) 表明，时 
间不仅是均匀的，而且是各向同性的，即时间的性质在两个方向上都是相同的. 


事实上，用 


代替/不会改变拉格朗日函数，进而也不会改变运动方程.换句 


话说，如果在参考系中某种运动是可能的，则逆运动也是可能的，即可以按照相 
反的顺序经历前述运动中相同的状态.在这个意义下，遵循经典力学定律的所有 
运动都是可逆的. 


知道拉格朗日函数后就可以建立运动 方程: 


jd dL_ 

dt dv a 


3 L 

d r 一 


(5.2) 


将 (5.1) 代入 后得: 


d Vg 
dt 


dU 

d r 一 


(5.3) 


这种形式的运动方程称为牛 顿方程 ，是相互作用质点系力学的基础.方程 （5.3) 
右端的矢量 


F 


dU 

d r 一 


(5.4) 


称为作用在第 a 个质点上的力.它与 U —样，只依赖于所有质点的坐标，而不 
依赖于速度.因此，方程 (5.3) 表明，质点的加速度矢量也只是坐标的函数 • 

势能可以增减任意常数而不改变运动方程（这是在§2末讲到的拉格朗日 
函数不确定性的特殊情况）.选择这个任意常数的最自然和最通用的方法是，当 
限增大质点间距离时势能趋向于零. 

如果描述运动不是用笛卡儿坐标，而是用任意的广义坐标％，则为了得到 
新的拉格朗日函数必须进行相应的 变换： 


ZaUl ， 92 , …，仏）， 




k 


Qk 


Qk 


将这些表达式代入函数 


§5 质点系的拉格朗日函数 
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L = 



可得如下形式的拉格朗日 函数: 


L = y itik 一 U ( q ) ， (5.5) 

L l，k 

其中 q 只是广义坐标的函数.用广义坐标写岀的动能仍是速度的二次函数，但 
也可以依赖于广义坐标. 

到此为止我们只研究了封闭质点系.下面研究非封闭质点系 A ，它与运动 
完全已知的质点系 B 相互作用.这种情况下称 A 在（由 B 产生的）给定的外场 
中运动.根据最小作用量原理推导运动方程是要对每个广义坐标进行独立变分 
(即把其余坐标看作好像是已知的），因此，可将质点系 A + B 的拉格朗日函数 L 
中广义坐标处用给定的时间函数代替，由此得到质点系 A 的拉格朗日函数 
L a . 

假设质点系 A + B 是封闭的，则有 

L 二 T A ( q A 9 q A ) + T B ( q B , g B ) - U ( q A , q B ) y 

其中前两项分别是系统 A 和 B 的动能，第三项是 A + B 的势能.将广义坐标处 


用已知的时间函数代替后， T B (处， ^一是只依赖于时间的函数（因此也是某个 
时间函数的全导数），可以从 L 中略去.于是 

— T a ( ? 9 A ) ~ - U ( q A , q B ( t )). 

可见，在外场中的质点系的运动由通常形式的拉格朗日函数描述，仅有的差 
别就在于势能可能显含时间. 

例如，对于在外场中运动的单个质点，拉格朗日函数的一般形式为^ 

L = ^- L 7( r ,0, (5.6) 


而运动方程写成 


m v — 


dU 

~dV' 


(5.7) 


如果一质点在一个场中的任意位置都受到相同的力 F ， 贝 IJ 称这样的外场是 
均匀的.显然在均勻外场中势能可以写成 

U = - Ft . (5.8) 

在结束本节之前，我们还需对拉格朗日方程在各种问题中如何应用做些说 
明.我们经常需要处理这样的力学系统，其中不同物体（或质点）之间的相互作用 
以约束的形式呈现，即限制它们的相对位置. 

实际上这种约束是通过杆、线、铰等实现的.这给运动带来新的影响因素，即 
运动伴有接触处的摩擦 .一 般来说，这个问题超越了纯力学的范畴(参见 §25). 
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然而，很多情况下摩擦是比较弱的，它对运动的影响可以忽略.如果还可以 
忽略“连接物”的质量，则约束的作用仅仅是减少系统的自由度 s 到小于 3 N 的 
值.这样又可以利用拉格朗日函数 （5.5) 来确定运动，独立的广义坐标数就等于 
实际自由度. 


习 题 

试求下面在均匀重力场（重力加速度为貧）中各系统的拉格朗日函数. 

习题1 平面双摆（图 1). 

解：取 绳 G 和 Z 2 分别与竖直方向的 夹角％和％ 为广义坐标.对质点7^ 

有 

1 2 #2 

T x , U x = - m 1 gl l cos<p 1 . 

为了求出第二个质点的动能，我们用角％和灼表示第二个质点的笛卡儿坐标 
A ， 3^( 坐标原点取在悬挂点 ，: V 轴竖直向下）： 

X 2 — /isin^l + l2^ m ^2 y yi ~ /lCOS^i + l 2 COS(p 2 . 

于是有 

^ y\) ~ Z ■ 的 + 2’i Z2 cos ( 9i — 92) ^2] • 

u 2 = — 桃 2g*(：Vi + 力 ) = _ m 2 gdiCOS(p 1 + l 2 C0S(p 2 ) 

最后得 

， 

mi + 7722 ? •? m 2 2 *2 / 、 • • 

L = - 2 -/191 十了 ,292 + m 2 /i/2COS( (pi - CP2)?1<P2 + 

{rn x + m 2 ) ghco^cpi + m 2 gl 2 coscp 2 . 

习题 2 质量为 m 2 的平面摆，其悬桂点（质量为可以沿着位于 m 2 运 
动平面内的水平直线运动（图 2). 



m x 



图1 图2 
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解：设质点 m 1的坐标为 x ，绳与竖直方向夹角为 p ，则有 


m 


-2 , m 2 / ；2 .-2 


X" + 


(l z (p z + 21 x cpcoscp) + rri 2 gl coscp. 


习题 3 设有一平面摆，其悬挂点： 

a. 沿着竖直圆以定常圆频率 y 运动（图3)， 

b. 按规律 acosW 在摆的运动平面内水平振动， 

c. 按规律 a cos yt 竖直振动. 

解： 


a. 质点 m 的坐标为: 


拉格朗日函数为 


a cos Jt + Zsinp ， 


asinyt + l coscp 


L = <p + mlay 2 sm( cp — 7t) ^ mgl cos cp . 


这里略去了仅仅依赖于时间的项以及可以写为 mlaycos( cp — yO 对时间的全导 
数的项. 


b . 质点772的坐标为: 


a cosyt + Zsin^ , 


lcos<p. 


略去全导数项后的拉格朗日函数为 


L = + mlay 2 cosy tsxncp + mgl cos cp . 

c. 类似地，可 得： 

L = -^~—(p 2 + mlay 2 cosy t coscp + mgl cos cp . 

习题 4 在图 4 所示的力学系统中，质点 m 2 沿着竖直轴运动，整个系统以常 
角速度 O 绕该轴转动. ， 



m x 



m x 


图3 


图4 


擊 
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解： 设线段^与竖直方向夹角为0，系统绕竖直轴转动的角度为 cp,M 
. 对于每个质点77^的微小位移有 

dli — a 2 dd 2 + a 2 sm 2 ddq ) 2 . 

质点 m 2 到悬挂点 A 的距离为 2 acos 0 ，因此 

d/ 2 — — 2as\nddd. 

拉格朗日函数为 

J 

L = m 1 a 2 ( d 2 + Q 2 s\ri 6) + 2m2^ 2 sin 2 0 d 2 + 

2ga ( mi + m 2 )cos0. 


守恒定律 


§ 6能量 

在力学系统运动过程中，描述其状态的 2 s 个变量 ( i 二 l ，2，一 y ) 随 
时间变化.但是存在关于这些变量的某些函数，其值在运动过程中保持恒定，且 
仅由初始条件决定，这样的函数称为运动积分. 

对于具有 s 个自由度的封闭力学系统，独立的运动积分数等于 2 s - 1，这从 
下面简单的论证中很容易得出.运动方程通解中包含 2 s 个任意常数（参见方程 
(2.6) 下面的讨论）.由于封闭系统的运动方程不显含时间，所以可以完全任意选 
择初始时刻，总可以将方程解中的任意常数之一选作时间的可加常数 t 0 •从 2 s 
个函数 

qi = qi(t + t 0 ,C l 9 C 2 ,-- ,C 2 s -i) , 

中消去〖 + ，将 2 s - 1 个任意常数 Ci ， C 2 ，…，表示成， & 的函数，这些 
函数就是运动积分. 

然而，并不是所有的运动积分在力学中有相同的重要性，其中一些运动积分 
源自时间和空间的均匀性和各向同性这样的基本性质，这种运动积分的恒定不 
变性才具有深刻的意义.由这些运动积分表示的量是守恒量，它们具有一个重要 

的共同性质-可加性.对于几个相互独立部分组成的系统，守恒量的值等于各 

个部分相应值之和. 

可加性使相应的物理量在力学中具有特别重要的作用.例如，假设两个物体 
在某时间间隔内相互作用.由于在相互作用发生前后，整个系统的每个可加运动 
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积分值就等于两物体相应值之和，如果已知作用发生前各个物体的运动状态，那 
么通过守恒定律就能立即得到与相互作用发生后各物体运动状态有关的各种结 
论. 

我们首先介绍时间均勾性导出的守恒定律. 

由于时间具有均匀性，封闭系统的拉格朗日函数不显含时间.因此拉格朗日 
函数对时间的全导数可以写成 

dL . , 'sn 9L “ 

(如果 L 显含时间，右端还应该有 3 L /&). 利用拉格朗日方程将 3 L /3& 替换为 



或者 


由此可知 



( 6 . 1 ) 


在封闭系统运动中保持不变，是运动积分，称为系统 的能量 .根据（6.1)，能量与 
拉格朗日函数的关系是线性的，由拉格朗日函数的可加性可以直接得出能量的 
可加性. 

在上述推导中仅仅利用了拉格朗日函数不显含时间的性质，所以能量守恒 
定律不仅对于封闭系统成立，对位于定常外场（即不显含时间）中的系统也成立. 
能量守恒的力学系统也称为保守系统. 

在§5我们已经知道，封闭（或者位于定常外场中的）系统的拉格朗日函数 
可写成 

L 二 T(q ， 4)-U(qh 

其中 T 是速度的二次函数.利用著名的齐次函数的欧拉定理可得 


将此式代人 (6.1) 得 



▽ • 9 T 

z dq t 


= 2 T . 


用笛卡儿坐标写成 


£=T ( 以 ）+ U(q )， 


( 6 . 2 ) 


X~1 TKi n XJ n / \ / x 

£ = S f + U { r ^ r 2 ,-). (6.3) 

a ^ 

可见，系统的能量可以表示为本质不同的两项之 和：依 赖于速度的动能和仅 
仅依赖于质点坐标的势能. 

4 

§ 7动量 


另一个守恒定律与空间的均匀性相关. 

根据空间均匀性，封闭力学系统在空间中整体平移时，其性质保持不变.因 
此我们研究一个无穷小平移 s ，并求拉格朗日函数保持不变的条件. 

平移就是将系统中所有质点移动相同的位移 s 的变换，即径矢 r a ~^ r a + £ . 
在速度不变时，坐标的无穷小的改变使拉格朗日函数产生的变化为 


8 L 


S 


9 L 

3 厂 




8 r 


9 




dL 

di \ 


其中求和是对系统中的所有质点进行的.对任意 s 要求 SL = 0 等价于 




a 


dJL 


(7.1) 


根据拉格朗日方程 (5.2) 得 


a 3 L 


a 9 L 

di^ ^V a 

a a 


于是我们可得 结论: 封闭力学系统的矢量 


P 


S 


a 


dL 
d v a 


(7.2) 


在运动中保持不变.矢量 P 称为系统的动量.对拉格朗日函数 （5.1) 求导可得用 
质点速度表示的动量： 


P 






(7.3) 


a 


动量的可加性是显然的.与能量不同之处在于，无论质点之间的相互作用是 
否可以忽略，系统的动量都等于各个质点的动量 


Pa — 肌 a 奴 a 

之和. 

只有在没有外场的情况下，动量矢量的三个分量都守恒.然而，在有外场的 
情况下，如果势能不显含某个笛卡儿坐标，则相应的该方向的动量分量守恒.显 
然，沿着这个不出现在势能中的坐标相应的坐标轴平移不会改变力学系统的性 
质，动量在该轴上投影守恒.例如，在方向沿着 z 轴的均匀场中，沿着： T 和3；轴 
的动量分量守恒. 

等式 (7.1) 的物理含义非常简单.导数 - dU / dr a 是作用在第 a 个 
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质点上的力.等式 （7.1) 表明，作用在封闭系统的所有质点上的力之和等于 
零： 

2 X = o . (7.4) 

a 

特别地，当系统只由两个质点组成时，& + & = ()，两个质点的相互作用力大小 
相等、方向相反.这就是著名的作用与反作用互等定律（牛顿第三定律）. 

如果用广义坐标％描述运动，则拉格朗日函数对广义速度的导数 


Pl = 

9 L 

(7.5) 

称为广义动量，而它对广义坐标的导数 

事 


F t = 

9 L 

(7.6) 

称为广义力.采用上述符号，拉格朗日方程可以写成 


Pi ~ 


(7.7) 

在笛卡儿坐标下广义动量就是矢量 

Pa 的分量•一般情况下 A 

是广义速度 


q t 的线性齐次函数，不能化为质量与速度的积. 

习 题 


习题质量为 m 的质点以速度％从一个势能为常数的半空间运动到 
另一个势能为常数的半空间.求质点运动方向的 改变. 

解： 势能不依赖于其轴平行两个半空间分界面的坐标，因此质点动量在该 

I 

分界面上的投影守恒.用 di , d 2 表示质点穿越分界面前后速度％与分界面 
法线的夹角，于是有 ： Visindi — u 2 sin 0 2 . w 和之间的关系由能量守恒定律给 
出，最后可求得 



§8质心 


封闭系统的动量对于不同的惯性参考系有不同的值.如果参考系 C 相对参 
考系 K 以速度 V 运动，则质点相对这两个参考系的速度< 和％满足关 系式％ 
= Va + V . 因此在这两个参考系中动量值 P 和1^满足关系式 






v 


或者 


a 


P - P + V2_jm a . 


a 


( 8 . 1 ) 


特别地 ，一 定存在使得总动量等于零的参考系 K ' .令 （8.1) 中，= 0,求得 


参考系 K 7 的速度为 



( 8 . 2 ) 


如果在给定参考系下力学系统的总动量为零，则称系统相对该参考系静止. 
这是单个质点静止概念的自然推广.公式 （8.2) 给出的速度 V ，具有动量不为零 
的力学系统“整体运动”速度的含义.由此可见，动量守恒定律自然地给出了系统 
整体静止和速度的概念. 


公式 (8.2) 还表明，动量 P 和系统整体运动速度 V 的关系，就如同一个质点 
动量和速度的关系，该质点的质量等于系统中所有质点的质量之和// = 2 m a . 
这正表示了 质量的可加性. 

I 

公式 (8.2) 右端可以看作是下面表达式对时间的导数 



(8.3) 


可以说，系统整体运动速度就是径矢为 （8.3) 的点在空间中的运动速度，这个点 
称为系统的质心. 


封闭系统动量守恒定律可以表 述为： 系统的质心作勻速直线运动.这是§3 
给出的单一自由质点惯性定律的推广，单一自由质点的质心就是质点本身. 

在研究封闭系统的力学性质时，自然采用质心静止的参考系，这就可以不必 
研究系统整体的匀速直线运动，这样的运动并不重要. 

整体静止的力学系统的能量通常称 为内能 £ int ， 它包括系统内质点的相对 
运动动能和相互作用势能.以速度 V 作整体运动的系统的能量可以写成 

£ = ^ + £ int . (8.4) 


尽管这个公式非常显然，但我们还是给出以下推导.力学系统相对参考系 K 和 
K ' 的能量£和£/的关系为 



这个公式给出了相对两个不同惯性参考系的能量关系，类似于公式 (8.1) 给出的 
动量关系.如果在参考系 K /中 系统质心静止，则/^〜(^五/二五^这时就得到公 
式 （8.4). 
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习 



习题求相对两个不同惯性参考系的作用量之间的变换关系. 

解： 拉格朗日函数等于动能和势能之差，显然，它按照类似于公式 （8.5) 的 
形式变换 


L = L / + VP + 


2 


将该等式对时间积分可得所要求的作用量的变换关系 

S = S / + "V.i? / + f 广， 

其中 是在 参考系 K 中 系统的质心的径矢. 


§9角动量 


下面研究由空间各向同性得到的守恒定律. 

各向同性意味着封闭系统整体在空间中任意转动时，力学性质保持不变。因 
此，我们研究系统整体的无穷小转动并求出拉格朗日函数保持不变的条件. 

我们引入无穷小转动矢量其大小等于转角 S ^， 方向沿着转动轴（转动 
方向与的方向之间符合右手螺旋法则）. 

我们首先研究，在系统转动时，从坐标原点（位于转动轴上)指向系统中任意 
质点的径矢的位移.径矢端点的线位移与转角的关系为（如图5所示） 


I Sr | = rsind m 8cp. 

位移矢量的方向垂直过 r 和 Sp 的平面.显然有 

8r = 8(p x r . (9.1) 

在系统转动时不仅径矢的方向改变，而且所有质点的速 
度也改变，并且所有矢量的变化规律相同.所以速度相对 
固定坐标系的增量为 

8v = x v • (9.2) 

将这些表达式代入转动时拉格朗日函数不变的条件 



并做代换二 ，得 

2 tPa • x r a ) + p a • ( 8 <p x %)] 二 0 , 


置换因子的次序并将 Sp 移到求和号之外， 



图5 


• Yj^ r a X Pa + V a X p a ) 二 8(p 







由 S 炉的任意性可得 


§ 9角动量 
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差 XX x 九= 0， 

a 

即在封闭力学系统运动过程中矢量 

M = ^] r a x p a (9.3) 

a 

✓ 

保持不变，这个物理量称为系统的 角动量 ® .类似于线动量，这个物理量不依赖 
于质点之间是否有相互作用，它的可加性是显然的. 

可加的运动积分就这些.就是说，任何封闭系统总共有7个这样的运动积 
分 :能量 、动量的三个分量和角动量的三个分量. 

既然在角动量的定义中出现了质点的径矢，它的取值通常就与坐标原点的 
选取有关.假定两个坐标原点相差矢量 a ，同一个点对这两个坐标原点的径矢分 
别为 r a 和 r ' a ，贝 lj 有关系式 r a = / a + a . 因此有 

M = ZX X p a = X p a + a x ， 

a a a 

即 

M = M+aXP. (9.4) 

由此可知，只有在系统整体静止（即 P = 0) 时，其角动量不依赖于坐标原点的选 
择.角动量值的这种不确定性不会影响到角动量守恒定律，因为封闭系统的动量 
也守恒. 

我们来推导相对不同惯性参考系 K 和 K ' 的角动量之间的关系.设参考系 
K ' 相对 K 的速度为 V ，假定它们的坐标原点在某给定时刻重合.那么质点相对 
两个参考系的径矢相同，速度满足关 系式： ％ = < + V . 于是有 

M = ^ m a r a X v a = ^ m a r a X v a + ^ m a r a X V . 

a a a 

右端第一项是相对参考系以的角动量 iVT ， 在第二项中利用质心径矢么<式 
(8. 3)，可得 

M = M } + / uRXV . (9.5) 

这个公式给出了相对不同参考系的角动量之间的变换关系，与能量关系式 (8.1) 
和动量关系式 (8.5) 类似. 

如果系统整体相对参考系 K 7 静止，则 V 是系统质心的速度，而是系统 
相对于参考系 K 的总动量 P ， 进而有 

M = M’ + I ? xp . (9.6) 

就是说，力学系统的角动量由其相对静止的参考系中的“内禀角动量”和整体运 


①也称动量矩. 
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动的角动量 l ? xp 构成. 

虽然只有封闭系统的角动量(对任意坐标原点）三个分量都守恒，但是在一 
定限制下，这个守恒定律对于在外场中运动的系统也成立•从上面推导可以看 
出，角动量在外场的对称轴上投影总是守恒的，因为绕该轴转动时系统力学性质 * 
不变：当然，这时角动量计算是相对于位于该轴上的任意点（坐标原点） 的. 

最重要的情况是中心对称外场，即势能仅仅依赖于到空间中某个特定点（中 
心）的距离.显然，在这种场内运动时，系统角动量在任意过中心的轴上投影都守 
恒.就是说，系统相对场中心的角动量 M 守恒. 

另一个例子是，在沿着％轴的均匀场中角动量投影 M 。 守恒，并且坐标原点 

可以任意选取. 

应该指出，角动量在任意轴（我们就取为％轴）上的投影，都可以由对拉格 
朗日函数的微分求得 •. 


S 生， (9.7) 

a 3(p a 

其中坐标 P 是绕 Z 轴的转角.根据前面给出的角动量守恒定律的证明过程，这 
个结论是显然的，也可以直接计算来验证.利用柱坐标。 Z 代入〜= 

r a cos ( p a , y a ^ r a sin % ， 有： 

- y a x a ) - z ] m a r a ( p a . (9.8) 

a ci 

另一方面，用这些坐标表示时，拉格朗日函数可以写成 

/ 

L 二 ^] m a ( r 2 a + r 2 a < p a + z 2 a ) - U . 

a 

将它代入 (9.7) 即可得 (9.8). 


习 题 

习题1用柱坐标 r ， cp，z 表示质点角动量的笛卡儿坐标分量以及角动量 
的大小. 

答案： 



二 msin(p( r z — z r)— 

mrz 

cpcoscp , 

M y = 

= m cos <p{ z r — r z) ~ 

mrz 

cp^incp , 

M z - 

= mr 2 今， 



M 2 二 

2 2 .1( 2 1 2\ , 

- m r 十 十 

2 / 
m v 

• • \2 

r z — z r ) 


用球坐标 r ， d，cp 表示质点角动量的笛卡儿坐标分量以及角动量 


习题2 
的大小 . 、 

答案： 



§ 9 角动量 




21 




M 工二一 mr 2 ( 6 sin^o + 99sin <9 cos0cos ^)) , 

M y = mr 2 ( Q cos — ^ sin < 9 cosl 9 sin ^), 

M z = mr 2 99sin 2 ^ , 

M 2 = m 2 r 4 ( d 2 -^ ( p 2 sin 2 d ). 

习题 3 在下列场中运动时动量 P 和角动量 M 的哪些分量守恒？ 

a . 无限大均勾平面场. 

答案： 

(无限大平面为 a 平面）. 

b . 无限长均匀圆柱场. 

答案： 

jP 2 ， M z (圆柱轴为 z 轴） • 

c . 无限长均匀棱柱场. 

答案： 

棱边平行于 z 轴）. 

d . 两个点场. 

答案： 

M z (两个点位于 2 ：轴上）. 

e . 无限大均匀半平面场. 

答案： 

巧（无限大半平面是 x ： y 平面上以 y 轴为界的）. 

f . 均匀圆锥场. 

答案： 

M z (圆锥轴为 2 ：轴）. 

g . 均匀圆环场. 

答案： 

M z (圆环轴为 z 轴）. 

h . 无限长均匀圆柱形螺旋线场. 

1 

解：绕 螺旋轴 U 轴）旋转 Sp 同时沿着该轴平移为螺距），拉格朗日 
函数不改变.所以有 

sl = I ^ + I ^ = ( a ^ + 成 )〜 =0 ， 


由此可得 
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P z 


h 


2丌 


M 


= const • 


§ 10 力学相似性 


拉格朗日函数乘以任意常数不会改变运动方程(参见§ 2). 在一些重要情况 
下，利用这一点，无需实际求解运动方程就可以得到有关运动性质的一些有用的 
结论. 

这些情况包括那些势能是坐标的齐次函数的情况，即势能函数满足条件 

U(ar 1 ,ar 2 r^ ,ar n ) = a k U(r l9 r 2 r- ,r n ) , (10.1) 

其中 a 是任意常数 j 是函数的齐次次数. 

我们引入变换，使坐标都变为《倍，时间变为^ 倍： 


r a ^ ar a ^ t — 眯 . 

这时所有速度 t； a = dr a / ck 变为 a / p 倍，动能变为 a 2 //? 2 倍，势能变为^倍.如 
果 a 和/?满足条件 

a 2 u • 


即 

/?= a 1 _ 々 /2 ， 

则变换的结果是拉格朗日函数乘以常数^，运动方程保持不变. 

所有质点的坐标改变相同的倍数，意味着变换前后的运动轨迹几何上相似， 
仅仅是尺寸不同.于是我们可以得出结论，如果系统的势能是(笛卡儿）坐标的々 
次齐次函数，则由运动方程可以得到一系列几何上相似的不同轨迹，并且（不同 
轨迹上的相应点的）运动时间之比满足关系式 





( 10 . 2 ) 


其中 r / z 是两个轨迹线度之比.除了时间以外，在相应时刻不同运动轨迹上相 
应点的任何力学量之比是 〆 々的幂，例如对于速度、能量和角动量有 


v_ 

V 




Ml 

W 



l + k/2 


(10.3) 


下面就前面所讲的举几个例子. 

我们在后面章节中将会讲到，在微振动情况下势能是坐标的二次函数 U = 
2) .由 （10.2) 可知这种振动的周期与振幅无关. 

在均匀力场中势能是坐标的线性函数(参见(5.8))， S 卩6 = 1.由 （10.2) 得. 



例如，由此可知，对于重力场中的自由落体，下落时间的平方之比等于初始高度 


§10 力学相似性 
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之比. 

对于两个质点之间的牛顿引力或者两个电荷之间的库仑力，势能都是与两 
点间距离成反比，即势能是 -1 的齐次函数.这时 


例如，由此可得出结论 ：轨道 运动周期的平方与轨道尺寸的立方成正比（这个结 
论称为 开普勒第三定律）. 

如果力学系统在有限空间中运动，势能是坐标的齐次函数，则动能和势能的 
时间平均值之间存在非常简单的关系，这个关系式称为位力定理. 

因为动能是速度的二次函数，根据欧拉齐次函数定理有 




a 


9T 
3 v a 


v a = 2 T ， 


或者利用 = 写成 



V a ^ J~ t YjPa - r a - 

a a 



我们将上面这个等式对时间平均.函数 / G ) 对时间平均定义为 





(10.4) 


容易看出，如果函数 / U ) 是某个有界函数 FU ) 对时间的全导数，则 / U ) 对时 
间平均等于零.事实上， 




F(r) - F(0) 

T 


= 0. 


假设系统在有限空间中以有限速度运动，则 2p a - r a 是有界的，等式 


(10.4) 右端第一项对时间平均等于零.根据牛顿方程 （5. 3)，将等式 （10.4) 右端 
第二 项中炎 替换为 - aj 7/9 r a ， 可得① 

I 

2 T = (10.5) 

a a 

如果势能是所有径矢 r a 的 A 次齐次函数，则根据欧拉定理，等式 （10.5) 变为所 
要求的关系 

IT ^ kU . (10.6) 

由于〒+ 17 = !=£，可以将等式（10.6)等价地写成 

二 2 瓦 ~T = —^—E (in 7) 

々+2 ， 丨+2 ， uu ; 

这两个公式将 T 7 和亍用系统的总能量表示出来. 


①等式 （10.5) 右端表达式有时也称为系统的位力. 
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对于々=2,即微振动的特殊情况有 

T = L 7, 

即动能和势能对时间平均相等.对于牛顿引力（^= -1) 有 

2T 二 -U. 

这时£= 表明，只有在总能量为负值的情况下，在牛顿引力作用下，运动才 

是有界的（参见 §15). 


习 题 

习题1质量不同势能相同的质点沿着相同轨道运动，它们的运动时间满 
足什么关系？ 

答案： 



习题2质点有相同的质量但势能相差一个常数因子，试求沿着相同轨道 
运动的时间之比？ 

答案： 




动方程的积分 


§ 11 一 维运动 

一个自 由度系统的运动称为一 维运动 .若系统处于定常外部条件下，拉格朗 
日函数的一般形式为 

L = ja(q)4 2 -U(q )， ( 11 . 1 ) 

其中 a ( g ) 是广义坐标 g 的函数.特别地，如果 g 为笛卡儿坐标（我们就取为 

工），则 

L= m^_ ( 11 . 2 ) 

相应于这些拉格朗日函数的运动方程可以在一般形式下积分.这时甚至没 
必要给出运动方程本身，可以直接由运动方程的第一积分——能量守恒定律给 
出.于是，对于拉格朗日函数 （11.2) 有 

+ U(x)^E. 

这是一阶微分方程，可以通过分离变量积分 出来： 



进而得到 

这里总能量£和积分常数 const 表示运动方程解里的两个任意常数. 


dx 

* 

E - U(x) 


const • 


(11.3) 
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第三章运动方程的积分 


由于动能实际上是正值，运动中总能量总是大于势能，即运动只能发生在 
UU )< E 的空间 区域. 

例如，假设函数 1/ U ) 的形式如图6所示.在图中画出相应于给定总能量的 
水平直线，立即可以得到可能的运动区域，即图6中 AB 之间和 C 右侧的区域. 



势能等于总能量的点确定了运动边界： 

UU ) = E . (11.4) 

由于在这些点速度为零，故称之为 转折点 .如果运动区域由两个转折点限定，则 
运动发生在空间的有限区域内，称为有 界运动 .如果运动区域不受限制或者只有 
单侧限制，则运动是无限的，质点可以运动到无穷远处，称 为无界运动. 

一维有界运动是振动，质点在两个边界之间往复运动（在图6的点：?: i 和 h 
之间的势阱 AB 中）.根据时间的可逆性（参见§5)，从：^到 x 2 的运动时间等 
于从: c 2 到：^的时间.所以，振动周期（从：^运动到 x 2 并返回的时间）等于从 
A 到 x 2 运动时间的两倍，根据 （11.3) 有 


T ( E ) = V 2 


(E) 


dx 


(E) VE - U ( 


(11-5) 


积分上下限^和： r 2 是 £ 给定时方程 （11.4) 的根.这个公式给出了振动周期对 
质点的总能量的依赖关系. ^ 


习 



习题1 试求平面单摆（质量为 m ， 摆长为 Z ，在重力场中运动）振动周期和 


振幅之间的函数关系. 
解：单摆的能量为 


E = 


ml 2 cp 2 
2 


mgl cos = 


— mglco^cp^ , 


其中 $ 为绳与竖直方向夹角，外)是最大摆角.周期等于 p 从零到运动时间 
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的4 倍： 


T 


2g 



COS 9 — COS^Po 







sin 2 (^ 0 /2) — sin 2 ( cp/2) 


令 sin( p/2)/sin( cp^/2) — sinf ，上面的积分写成 


T = 4./— Klsin ^ 


2 ， 


其中 


K(k) 


7t/2 


d |_ 

是 2 sin 2 


称为第一类完全椾圆积分•当 sin ( (p 0 /2)^ <po^2 « 1( 微振动）时，展开函数 
KU ) 可得 


T =27 r V 7 1+ ^ 


9 o + 


这个展开式的第一项就是大家都知道的基本公式. 

习题 2试求质量为 m 的质点振动周期对能量的依赖关系，其中质点所处 
力场的势 能为： 

a. U = A \ x\ n . 


解: 


T 


(e/a) 


\/n 


m 


dx 

E — Ax 71 


2 v ^ E 1 /” -1 / 2 



A 


1 /n 


令 / 二 z / ，这个积分式化为用 r 函数表示的 b - 欧拉积分， 

T= 2 V 2Kmr(l/n) F i/ n -i/2 

~ nA 1/ w r ( l/n + l /2) • 

丁和 E 的关系符合力学相似律 （10.2) 和 （10.3). 


b . U 
答案: 


Uq/ cosh 2 ax , — Uq < jE < 0 • 


T 


m 


a V \ E \ 


c. U = UQian ax 

答案： 


T 


m 


a JK + Ui 


12 根据振动周期确定势能 


现在让我们来研究这样的问题，当一个质点在场中振动时，通过振动周期 
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第三章运动方程的积分 


T 与能量£的关系在多大程度上可以确定该场的势能 L/(x) 的形式.从数学的 
角度看，这是求解积分方程 （11. 5)，其中 L/(x) 是未知函数，而了（£)是已知函 

r 

数. 

我们先不考虑积分方程是否存在不符合下述条件的解的问题，假定所求函 
数 J7U) 在所考虑的空间区域中只有一个极小值.为了方便起见，我们假设势能 
极小值等于零，并将坐标原点选在势能极小值处（图 7). 



^1 



对积分 （11.5) 做变换，将坐标 x 当作 L 7 的函数.函数 x(L7) 是双值的，即每 
个1/对应两个不同的工值.用代替 cir， 积分 （11.5) 变为两个积分 之和: 


从 


xi 3 \ x 二0的积分，从： c = 0到 


X — X2 


的积分.我们将这两个区域中的函 


数 x( 17) 分别写为：^二:^([/)和 x = x 2 ( U ). 


显然，对 U 积分的上下限分别为£和0,于是有 


T ( E ) 


m 


E dx 2 ( U ) dU 


m 


, dU , 

E ldx 2 { U ) 
n dU 


E - U 

dx x { U ) 

dL7 


m 


0 dx x ( U ) dU 


dU 


E - U 


dU 

E - U 


将这个方程两边除以其中 a 是参数，然后对 f： 从零到《 积分: 


a T ( E)dE 
0 \/ a — E 


或者改变积分顺序写成 


a 


im 


(N 0 


E ldx 2 ( U ) dx ^ U ) 

dU — dL7 


dUdE 


(a - E)(E - U ) 


a T ( E)dE 

o \/ a — E 




d£_ 

(a - E)(E - U ) 


对£的积分是初等积分，其值等于 tt . 而对17的积分是平凡的，则有 


a T ( E)dE 
° \/ a — E 


7r v 2 m [^2(^) _ ^i(a)] 


(计算中已考虑到 x 2 ( 0 ) = x 1 ( 0 ) = 0 ).m a 替换为17,最终得 






x 2 {U) - x,{U) 


」 u T(E)dE 
m 」 o VU — E 


( 12 . 1 ) 


因此，由已知的函数 T (£) 可以确定 x 2 ( l /) -〜（[/)，但函数 x 2 ( L 7) 和 
• x ； L ( t /) 本身仍然无法确定.这就是说，相应于给定的周期与能量的关系，存在 

不止一条而是无穷多条曲线 L / U )， 但是曲线的不同不改变同一 L 7 对应 
的两个 x 的差值. 

如果要求曲线 L / U ) 关于 L 7 轴对称，即 

x 2 ( U )= （⑺三工⑼， 

则不存在解的多值性问题.这时公式 （12.1) 给出 U ( x ) 的单值表 达式： 


(U) 


1 \ u T(E)dE 
2n V 2m ^ VU — E 


( 12 . 2 ) 


§ 13 约化质量 

由两个相互作用的质点组成的系统的运动，是非常重要的问题，称为二体问 
题，可以得到其运动的完全通解. 

作为求解问题的第一步，我们将证明，通过把系统的运动分解为系统质心的 
运动和质点相对于质心的运动，则问题会大大简化. 

相互作用的两个质点的势能仅依赖于它们之间的距离，即径矢差的大小.所 
以这样的系统的拉格朗日函数为 


L = 夺誉临 _ r 2 |) 


引入两质点相对位矢 


ri - r 2 


并将坐标原点置于质心处，即 


m 1 r 1 + m 2 r 2 


从这两个等式可以求出 


m2 


将这些表达式代入 （13.1) 可得 


L 二〒 -U(r )， 


其中 


m 


77li 1712 
mi + 772 2 


(13.1) 


(13.2) 


(13.3) 


(13.4) 


称为约 化质量 .函数 （13.3) 形式上等同于在外场 L 7( r ) 中运动的一个质点的拉 
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格朗日函数，该质点的质量为 m ， 外场关于固定的坐标原点是对称的. 

因此，二体问题等价于一个质量为 m 的质点在给定外场 t /( r ) 中的运动. 
利用公式 （13. 2)，两质点和的相对于它们共同质心的轨迹 q = rJO 和 
Q = r 2(〖） 可以由分别求出来. 

习 题 

习题 质点系由一个质量为 M 的质点和 rz 个质量同为 m 的质点组成.试 
消去质心运动并将该质点系的运动化为 n 体问题. 

解：设 I ? 是质点 M 的径矢 ， R a (^ = 1，2，*"，71)分别是质量为7?2的各个质 
点的径矢.引入质点 M 到 质点 m 的相对位矢 

r a = R a ~ R , 

并将坐标原点置于质心处，即 

MR + m 了] R n = 0 • 


从这两个等式可以求出 




2 r a ， R 


a 


a 


其中 




M 


.将这些表达式代入拉格朗日函数 



其中％ 三 〆 

势能仅取决于质点之间的相对位矢，可以写成是 r a 的函数. 

§14有心力场内的运动 


当将二体问题约化为一个单体运动问题时，我们仅需确定单个质点在某种 
外场中的运动，该外场中质点的势能只与质点到某一固定点的距离有关，这样的 
外场称 为有心 力场.作用在质点上的力 

F= dU ( r ) = dU r 

dr dr r ^ 

的大小仅依赖于 r ， 方向总是沿着质点的径矢. 

在 §9 已经证明，在有心力场内的运动对场中心的角动量守恒.对于一个质 
点，这个角动量就是 

M — r X p . 




§14 有心力场内的运动 
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由于 M 和 r 相互垂直， M 不变就意味着在运动过程中质点的径矢总是位 
于一个平面内，该平面垂直于 M . 

因此质点在有心力场内运动的整条轨道都位于一个平面内.在该平面内引 
入极坐标 r ， …写出 拉格朗日函数(参见 (4.5)) 

L — (^ 2 +厂 2 合 2 ) _ [/(厂）. (14.1) 

• 这个函数不显含坐标，拉格朗日函数不显含的广义坐标称为循 环坐标 .根 
据拉格朗日方程，对于循环坐标 ，有 

AHn 

dt dg t ’ 

即相应的广义动量 p ^3 L / dq t 是运动积分.这将在存在循环坐标情况下大大 
简化积分运动方程的问题. 

在现在的情况下，广义动量 

Pep 二 mr 1 cp 

就是角动量 M Z = M (参见 (9. 8))，因此我们又回到了熟知的角动量守恒定律 

M = mr 1 (p = const . (14.2) 

对于单一质点在有心力场内作平面运动的情况，角动量守恒定律有一个简 
单的几何解释.无限邻近的两个径矢和轨道微元围成的扇形面积（图 8) 等于 
( l /2) rTd ^， 将它表示为 d /. 质点的角动量可以写成 

. M = 2 m /， (14.3) 

其中/称为掠 面速度 .所以角动量守恒意味着掠面速度为常数，即在相等时间 
间隔内质点径矢扫过相同的面积 （开普勒第二定律) ®. 



从能量和角动量守恒出发，无需写出运动方程，就可以很容易地完全解决质 


①在有心力场内运动质点角动量守恒定律有时也被称 为面积 积分 . 
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点在有心力场中的运动问题.利用 （14.2) 用 M 表示分，代入能量的表达式，我们 
得到 

E =号 （ r 2 + r 2 会 2 ) + U ( r ) = 2 + U ( r ) . (14.4) 

△ z Imr 

由此可得 


r 


dr 







分离变量并积分得 


dr 


2 「£ — U(r)] - -M 2 



const 


m 


m 2 r 2 


将 （14.2) 写成 


(14.5) 


(14.6) 


dcp 



dt , 


从 （14.5) 求岀 ck 代入上式并积分得 


9 




( M / r 2 )dr 


V2m[E - U(r)] - M 2 /r 2 


const 


(14.7) 


公式 （14.6) 和 （14.7) 给出了问题的通解.公式 （14.7) 给出了 r 和 p 的关 
系，即轨道方程，而公式 （14.6) 给出了质点到力心距离 r 随时间变化的隐函数. 


应该注意到，由公式 （14.2) 可知 会的符 号总不会改变，因此 p 总是随时间单调变 
化. 

公式 （14.4) 表明，径向运动可以看作是在某个场中的一维运动，该场的“有 
效”势能为 


U e{i = L7 ⑺ + 4 

Imr 

其中 M 2 /(2 mr 2 ) 称为离 心势能 .从 

L/(r) + -^ = £ 

Lmr 


(14.8) 


(14.9) 


中求出的 r 给出了运动区域边界到力心的距离.等式 （14.9) 成立时径向速度 〆 
等于零.但这不能说明质点像在真正的一维运动中那样是静止的，这是因为角速 
度会不为零.等式; * = 0 表示轨道的“转折点”，函数 r ( z ) 在这个点从增加变为减 
小或者相反. 

如果 r 的变化区域只 Sr > r min 的限制，则运动是无界的，即质点从无穷远 
处来又回到无穷远处去. 

如果 r 的变化区域有两个边界 r min 和 r max ，则运动是有界的，轨道完全位于 
r = r min fq r = r max 确定的环形区域内.然而，这并不表明轨道必定是封闭曲线. 
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根据（14.7)，在 r 从 r max 变到 r min 再回到 r max 这一时间间隔内径矢转过的角度 
△ P 等于 

Acp = 2卜 ， （ M / r 2 )dr — (14.10) 

J 、 V2m[E - U(r)] - M 2 " 2 

轨道封闭的条件是这个转角等于 27 T 的有理数倍，即△9 = 2；1：7?1/72，其中7?2, 
n 是整数.在这种情况下，经过 n 个运动周期，质点径矢转过 m 圈后，回到初始 
位置，即轨道封闭. 

然而这是很特殊的情况，对于任意形式 U(rh 角 Acp 不等于 2 tc 的有理数 
倍.因此一般情况下作有界运动的质点的轨道不是封闭的.轨道无穷多次到达最 
大和最小距离，最终覆盖两个有界圆环之间的整个环形区域（图9所示轨道是一 
个例子）. 



图 9 

只有两种类型的有心力场，其中的一切有界运动的轨道是封闭的，这两种场 
的势能与1或者 r 2 成正比.第一种将在§ 15讨论，第二种相应于空间振子(参见 

r 

§23习题 3). 

公式 （14.5)( 以及公式 （14.6) 和 （14.7) 的被积函数）中平方根在转折点改变 
符号.如果角^从指向转折点的径矢方向算起，则轨道在该转折点两侧的每个 
部分，对同一 r 值，其区别仅在于^的符号不同.就是说，轨道相对 <p = 0 的线是 
对称的.比如，质点从某个 r = r max 点幵始，经历一段轨道到达 r = r min 点，然后经 
历一段对称的轨道到达下一个 r = r max 点，依此类推，即整个轨道可以通过来回 
重复相同的轨道段得到.对于由两个从转折点 r = r min 到无穷远延伸对称分支组 
成的无界轨道也是如此. 
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当 r — 0时，离心势能(对 M 关0 的运动）像七一样趋向无穷大，因此质点通 

r 

常不可能通过场的中心，即使场本身具有吸引特性也是如此.只有当 r ^ O 时势 
能足够快速地趋向 - oo ，质点才可能“坠落”到场的中心 . 由不等式 


或者 


•2 


2 


= L /( r ) - r ^ r>0 


2 


2 mr 


2 


r 


2 L 7( r ) + |^<£ r 2 

Lm 


可知， r 可能趋于零的条件是 


r 


2 


U ( r )\ 


r—0 


< - 


M 2 

2m’ 


(14-11) 


即 U ㈠ 应该或者像 -外〉 盖)，或者正比于 -* u >2) 这样的方式趋向 
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习题1 试求解球面摆的运动方程•球面摆是指质量为 m 的质点沿着半径 
为 Z 的球面在重力场中运动. 

解： 设球坐标系原点位于球心，极轴竖直向下，则质点的拉格朗日函数为 

L = + ^ 2 sin 2 d ) + mglcos 6 . 


显然 p 是循环坐标，所以广义动量也就是角动量的 z 分量守恒: 

ml cpsin 6 — M z = const . 

能量 • 


E 


ml 1 
~1 




会 2 sin 2 0) — mgl cos 6 — ^ 


M 2 Z 


2 ml 2 sin 2 d 


mgl cos (9. 


由此求出 4 并分离变量，得 






dd 



2 


ml 


2 


[E - u ei{ (d)] 


其中有效势能为 


U di ⑻ 


Ml 


2 ml 2 sin 2 d 


mgl cosd 


对于角卜利用 （ l ) 求出 


M 


9 


z 


l V2 


m 


dd 




sin 2 0 拉— U e {{ (6) 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 
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积分 （3) 和 （4) 可分别化为第一类和第三类椭圆积分. 

运动时角0的变化范围由条件£> L / eff 确定，而其边界由方程 E = U eH 确 
定.这是 COS 0 的三次方程，在 -1 和+ 1之间有两个根，它们对应于球面上的两 
个纬线圈，整条轨道都位于这两个圈之间. 

习题 2在重力场中质点沿着圆锥表面运动，圆锥顶角为竖直放置，顶 
点向下.试求解该质点的运动方程. 

解：设球坐标系原点位于圆锥顶点，极轴竖直向上，则拉格朗日函数为 

t — m r I 2*2-2 \ 

L — 十厂 <p sin a ) — mgr cos a . 

显然 $ 是循环坐标，所以广义动量 


2 參 2 

M z 二 mr cp^in a 


守恒.能量为 


E 


m r 


Ml 

2 mr sin a 


mgr cos a 


利用与习题 1 同样的方法求出 


m 


[£ - L 7 eff ( r )] 


M 


V 2 m sin 2 a 


E - L 7 eff ( r ) 



U e{{ (r) = -- 2 ! 2 + mgr cos a . 

Imr sm a 

条件 E = L 7 eff ( r ) (当 M z ^0 时）是 r 的三次方程，有两个正根，它们确定锥面上 
的两个水平圆，整条轨道都处于这两个圆之间. 

习题3 试求解质量为 m 2 的平面摆的运动方程，摆的悬挂点质量为 m l9 
可以沿着 m 2 运动的平面内的水平线运动（见图 2). 

解：在 §5习题2中已求出拉格朗日函数。 x 是循环坐标，所以广义动量 
P r 守恒，即系统总动量的水平分量 守恒： 


P x — ( mi + m2)x + m2 / cpcoscp — const. 
总可以认为系统整体静止，即0)1131=0.对方程（1)积分可得 


⑴ 


m 


1 + m 2 ) x + m 2 /sin^) = const ， 


⑵ 


这表示系统质心在水平方向上静止.利用 （1) ，能量可以写成 


E 


m 2 l 2 (p 


1- 


m 2 


m 


m 2 


cos 2 cp 


m 2 gl cos 9 


(3) 


由此可得 
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m 2 





772 2 sin 2 cp 


2( + m 2 )J y E m 2 glcos<p 


d^9. 


利用 （2) ， 用 p 表示 m 2 的 坐标 ，: c 2 = x + Ismcp ,y 2 — I cos cp ，由此可以求出这 
个质点的轨道.这是水平半轴为+ m 2 ) 竖直半轴为 Z 的椭圆的一部 
分.当 7^— 00 时，就变为我们所熟悉的沿着一段圆弧运动的单摆. 


§15开普勒问题 


势能与 r 成反比，因而力与 r 2 成反比的有心力场是非常重要的一类有心力 
场.牛顿万有引力场和库仑静电相互作用力场都属于这种情况，后者可能是吸引 


的也可能是排斥的力场. 


我们首先研究引力场，设 


U = — a / 厂， 

(15.1) 

其中 a 是正数.“有效”势能 


. + M 2 

Uef 厂 r f 2 mr 2 

(15.2) 


的曲线如图10所示，当 r — 0时 L / eff 趋于+00,当 r — ⑺时 L 7 eff 从负方向趋于 
零，当 r = M 2 /ma 时取极小值 

(^eff)min = _ 2M 2 * (15.3) 


由曲线显而易见，当£>0时质点运动是无界的， 
E<0 时运动是有界的. 

根据一般公式 （14.7) 可得轨道形状.代入 U 
二一 a/ r 并积分可得 




M/r 


ma 


/M 


arccos 


2mE + 


const . 


/M 


2 


选择 p 的起始位置使得 const = 0,并引入记号 


2 




ma 



2EM 


ma 


2 


(15.4) 


轨道方程可以重新写成 


u e{{ 


o 



图 10 



p / r — ecoscp . (15.5) 

这是焦点位于坐标原点的圆锥曲线方程，和 e 分别称为轨道的 正焦弦和偏心 
率.由 （15.5) 可以看出，选择 p 的起始位置，就是使9 = 0的点离中心最近（称该 
点为轨道近心点）. 

在按 （15.1) 相互作用的两个质点的等价问题中，每个质点的轨道都是圆锥 
曲线，其焦点之一位于两质点系统的质心处. 


由（15.4)可知，当£<0时 e < l ， 即轨道为椭圆（图11)，运动是有界的，和 
本节前面所说的结果一致.根据解析几何公式，椭圆的半长轴和半短轴为 



(15.6) 



图 11 


能量的最小可能值对应于 （15. 3)，这时 e = 即椭圆变成圆.需要指出，椭 
圆轨道的半长轴仅仅依赖于质点的能量（而与角动量无关），到场中心（橢圆焦 
点）的最小和最大距离等于 





r^ =a(1 h). 


(15.7) 


当然这两个表达式 U 由 （15.6) 确定， e 由 （15.4) 确定）也可以直接从方程 
L 7 eff = E 求根得到. 


运用以面积积分形式 （14.3) 表示的角动量守 
恒定律，可以方便地求得质点沿椭圆轨道运动的 
周期 T . 对时间从零到： T 积分这个等式，可得 

2 mf 二 TM , 

其中/是轨道面积.对于椭圆/= 根据 
(15.6) 得 • 


T = 27Ca3/ Vf = 7t "V2^* (15 . 8) 

在§ 10已经指出，周期平方正比于轨道线度（半长 



轴）的立方.还需指出，周期仅仅依赖于质点的能 

里 • 


当 E >0 时运动是无界的.如果£>0则偏心率 e > l ， 即轨道是原点为内焦 
点的双曲线，如图12所示.近心点到中心的距离 
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其中 


r 


min 


P 




1)， 


(15.90 


八 二 P 二 a 

e 2 ~l 2 E 

是双曲线的“半轴”. 

在£ = 0情况下偏心率 e = l ， 即质点沿着近心点距离为 r min = p /2 的拋物 
线运动.如果质点自无穷远处从静止开始运动，就会岀现这种情况. 

质点沿着轨道运动时，坐标对时间的依赖关系可以利用 （14.6) 得到.它可以 

表示为下面所述的一种方便的参数形式. 

首先研究椭圆轨道.根据 （15.4) 和 （15.6) 引入的 a 和心确 定时间的积分 
(14.6) 可以写成 



4 


利用变换 


r — a — — ae cos 6 ^ 


这个积分写成 



ma 


a 


(1 - ^cos6)d6 



ma 


a 


(冬一 ^ sin ^) + const . 


选择时间起点使得 const = 0, 最终可得 r 依赖于〖的参数方程: 


r = a (1 - ecos $) ， 



ma 


a 


( 6 — esin^) 


(15.10) 


(在 


0 时刻质点位于近心点）.用参数 6 还可以表示出质点的笛卡儿坐标 x 二 


rcoscp = rsinp ( 轴和: y 轴分别沿着椭圆的半长轴和半短轴）.由 （15.5) 和 
(15.10) 有 


ex 


二 p — r 二 a ( l _ e 2 ) — a(l — ecos ^) — ae ( cos ^ e ) ， 


再利用 : y 



求出最终可得 

x ~ a ( cos 6 ~ e ) j 


y = a 



1 - e 2 sin ^. 


(15.11) 


沿着椭圆轨道运动一整圈对应着参数 6 从零到 2; r . 
对于双曲线轨道，完全类似地计算可得 


r — a 


^coshf — 1 ) ， 



ma 3 /a ( esinh 冬一 冬）， 


x 二 a ( e — cosh 冬）， y — a \/e 2 — lsinh $ ， 


(15.12) 


其中参数 6 取值范围从- oo 到+ oo 


§15 开普勒问题 
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下面研究相斥场中的运动，势能为 


U = 


a 

r 


(15.13) 


(«>0).这种情况下，有效势能为 


U eH 


a 

r 


+ 


M 


2 


2mr 


2 


当 r 从零到〜变化时，它从 + oo 单调减少到零.质 
点能量只能是正的，运动总是无限的.完全像上面 
对吸引场一样计算可知，轨道是双曲线 


— — 1 + ecoscp (15.14) 

(户和 e 由公式 （15.4) 确定），轨道以图13所示的 
方式通过场的中心附近.近心点距离为 

^min = = a(e + l). (15.15) 

6 — 丄 

运动与时间的关系由参数方程 给出： 



图 13 


r = a(e cosh 尽 + 1 ) ， 



ma 3 /a ( ^sinh^ + 6 ) ， 


x — a(e + coshf) , y 


a 


Ve 2 ~ 


在本节的最后我们来证明，仅在有心力场 1/ 
动有其特有的运动积分.很容易直接计算 验证： 


lsinhf . (15.16) 

= a/r(a 的符号任意）内的运 


rvf 9 

v X M + ——= const. (15.17) 

r 

事实上，上式对时间的全导数等于 

vX M ^^- ar(v ' r \ 

r r 

将 M = X t ； 代入后得 


mr(v * V 、 一 


m v(r•v)+ 


a v 

r 



再根据运动方程 mv=ar/r 3 可知上面表达式等于零. 

守恒矢量 （15.17) 的方向沿着长轴从焦点指向近心点，其大小等于^ 
容易通过计算该矢量在近心点的值来验证. 


这很 


需要着重指岀，运动积分 （15. 17) 像 M 和£ 一样，是质点状态（位置和速 

度）的单值函数•在§ 52我们将看到，存在这个附加的单值积分是因为运动的简 
并性. 


习 



习题1 质点在场 L 7 


- a/r 内沿着抛物线运动，能量 E = 0 ,试求质点坐 


m 
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标对时间的依赖关系 . 
解： 对积分 

做变换 

可得如下参数 方程： 




参数彳取值范围为 _ oo 至 lj + oo • 



y 二 PV. 


习题2质点在有心力场 U = -今，（《>0)内运动，试积分运动方程. 

r 

解：按 照公式 （14.6) 和 （14. 7)，对 cp 和 t 的计算起点做适当选择可得 

M 2 

a ) 当 E >0 ，#->a 时， 



在这三种情况下都有 



在情况 b > 和 c )， 当 p — oo 时，质点沿着趋向坐标原点的轨道“坠落”至中心.从给 
定的距离 r 开始的坠落时间等于 



习题3 在势能17= - a / r 上增加一个小的修正 S (7,有限运动的轨道不再 
封闭，并且每运动一圈轨道的近心点都有很小的角度改变量 Sp . 在下面情况下 
求 8< p : a )8 U 二尽 / r 2 ， b )8 U = y / r 3 . 


解：当 r 从 r min 变到 r max 再重新回到厂_时，角变化量~由公式（14.10)给 


出.为了避免虚假发散，将公式 （14.10) 改写成 




max 


dM 


2 m(E - U )— 


M 


dr 


mm 


代入 U = - a / r ^ dU 并将被积式按 SU 的幂次展开，其中，零阶项为 2 tt ， 一阶 
项就是所求的 Sp : 


hep 


d 

dM 


max 


2 m 8 Udr 


m 2 


min 


2 m \ E + 


M 


dM \ M 


r^Udep 


( 1 ) 


其中对 r 的积分变为沿着“无扰”运动轨道对 p 的积分. 
对于情况 a ) ，公式 （1) 中的积分是平凡的，得 


hep 



2k (3 

ap 


其中2户是 （15.4) 中无扰椭圆的正焦弦.在情况 b ) 中 r 2 8 U = //>，由（15.5)给 
出的 1/ r 代入 （1) 后可得 


8cp 


2 

6T：aym 

M 4 


6 tc 7 

ap 2 



第四章 
质点碰撞 


§ 16 质点分裂 


① 


在许多情形下，利用动量守恒和能量守恒定律可以得到一系列关于各种力 
学过程特性的重要结果.应当注意的是，这些性质完全不依赖于质点间相互作用 
的具体形式. 

首先，我们研究一个质点“自发”（即不是外力引起的）分裂成两个“组成部 
分”，即两个分裂后各自独立运动的其它质点的过程. 

在质点（分裂前)静止的参考系中描述这个过程是最简单的.根据动量守恒 
定律，分裂后两个质点的动量之和仍为零，即两个质点以大小相等方向相反的动 
量相背运动.动量的大小（九）可以由能量守恒定律 


E 


int 


E 


pi 


lint 


2 


+ ^2\nt + 


Po 


2 m 2 


确定，其中 7^1 和是两个质点的质量，£1_和 £2 irLt 是它们的内能，而是原 


来（即将分裂的）质点的内能.用 S 表示“分裂能”，即差值 


E mt - E 


lint 


E 


2int 


(16.1) 


(显然，这个量应该是正的，这样分裂才可能发生）.这时有 


2 


£ 



2 


+ 


pi 


m 2 


2 


(16.2) 


由此确定 Point 是两个质点的约化质量），两个质点的速度分别为 v 10 = p 0 /m 


①这里以及本章后文中的“质点”译为“粒子”更准确一些，但为了与前面的章节统一起见，采用现 


译名.——译校者注 




§16 质点分裂 


43 




和 *^20 二 Po , m 2- 

下面我们换一个参考系，分裂前原来的质点以速度 V 相对该参考系运动. 
通常称这个参考系为实验室参考系，也叫 L 系，它不同于其中系统总动量等于 
零的质心参考系，也叫 C 系.设 T ； 和％是分裂后其中一个质点分别相对实验室 
参考系和质心参考系的速度.显然，有 t ； = y + T ； 0 或者 t ； 0 可得 

v 2 + V 2 — 2 t ; Vcos 0 = vq , (16.3) 

其中0是质点相对速度 V 的方向飞出的角度.这个方程给出了在实验室参考系 
中分裂后质点速度对飞岀方向的函数关系. 



/• 



图14 


图14借助图解法示出了这个关系.点 A 距圆心的距离为 V ，速度矢量 t ； 由 
从 A 点指向半径为％的圆周上任一点的矢量表示 ® .图 14( a ) 和 ( b ) 分别相应于 
\"<叫和 y > t ; 0 的情况.第一种情况下质点可以任意角度0飞出，第二种情况 
下质点只能向前飞出，飞出角度0不超过下式给出的^_， 


sin 汐 


max 


^0 

y 


(16.4) 


(这是从 A 作圆的切线的方向）. 

在实验室参考系和质心参考系中飞出角0和&的关系，显然也可以由图解 
法 给出： 


t3.n^ ― 


p o sin0 o 
VqCOs6q + V 


(16.5) 


如果解这个方程求 COS %， 则经过初等的变换可得 


COS^q = 


_y 

^0 


sm 


2 


Q ± cosd 




(16.6) 


由图14 ( a ) 可以看出，当 t ； o 〉 V 时0和％之间的关系是一^一^对应的.这时在公 


①确切地说是半径为 Vo 的球上任一点，图14上画的是该球的直径截面. 
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式 （16.6) 中根号前面取“ + ”号（使得0 = 0时心二 0) .如果％< 和心之间 
的关系不是 一一 对应的 ：每个 0对应两个心（图 14( b ))， 它们相应于从圆心指向 
B 或者 C 的矢量 t / Q ， 也对应于公式 （16.6) 中根号前两个符号 . 、 

在物理应用中通常要处理的不是一个，而是很多个相同质点的分裂，这就产 
生了分裂后的质点按方向、能量等分布的问题.这时我们假设，原始质点在空间 
中运动方向是随机的，即在平均意义下是各向同性的. 

在质心参考系中这个问题是容易求解的 ：所有 （相同类型的）分裂后的质点 
具有相同的能量，它们飞出方向分布是各向同性的，这与原始质点的运动方向是 
随机的假设相关.就是说，进人立体角微元 dO Q 的质点数所占的比例正比于该 
微元的大小，即等于 dO Q /47 r . 代入 dO 0 = 27tsin(9 0 d(9o 后可得按角心的分布： 

-^- sin ^ od ^ o . (16.7) 


在实验室参考系中的分布可以通过适当的变换得到.例如，我们来计算在实 
验室参考系中的动能分布.将等式 T ； 平方得 

~ v 2 — vq 2 + V 2 + 2以 0 V cos 汐 0 ， 


由此有 


dcos 没 q 二 


d( V 1 ) 

2v,V' 


利用动能 ： T = mt ; 2 /2( 其中 m 是 mi 或者 m 2 ，取决于我们研究哪类分裂质点) 
并代入 （16.7) 即可得所要求的分布 


dT 

2 mvQ V 


(16.8) 


动能的取值范围从最小值 T min = ( m /2) (% - V ) 2 到最大值 T max = ( m /2) 
( v 0 -^ V ) 2 .在这个范围内质点按照 （16.8) 均匀分布. 

在质点分裂成多于两个部分时，动量守恒和能量守恒定律自然允许分裂后 
的质点的速度和方向可以有更大的任意性.特别是，在质心参考系中这些分裂后 
的质点的能量不再具有确定的值，但是其中的每个质点的动能存在上限. 

为了确定这个上限，除了一个给定质点（质量为 mO ，我们将所有其它质点 
看作一个系统，其内能用 £[ nt 表示.根据 （16.1) 和 （16. 2)，质点 mi 的动能等于 

T 1ft = ~^~= ^ _ mi (e. - Ei ~ E-) 

1 10 2 jYi 、^ int ^lint ^int/ 


其中 M 是原始质点的质量.显然，当 £[ nt 最小时 T 1 Q 取最大值.为此，除了 mi 以 
外所有其它分裂后的质点必须以相同的速度运动，那么 £ T int 就是它们的内能之 
和，而差值 E int - £ lint - £[ nt 就是分裂能 e • 于是有 / 


( 丁 10) max — 


M 


m 


M 




(16.9) 



习 


题 


习题1 试求质点分裂后两个质点飞出角 h 和 心之间 的关系（在实验室参 


考系中）. 

解：在 质心参考系中两个飞出角满足关系.将简记为％，对 
每个分裂后的质点利用公式 （16.5) 可得 

V + t^ocos^o = ^iosin^ocot^! , 

V — t ； 2ocos(9 0 = ^20 s i n ^0 cot ^2 - 

应该从这两个等式中消去 00 .为此，首先从中求出 sin (9() 和 cosOq ,然后代入 
cos 2 do + sin 2 00 = 1. 再考虑到 v 10 /v 2 o = m 2 / m i ，利用公式 （16.2) 可得 


— -sin 2 ^2 + ^ 'sin 2 ^! — 28111 ^! sin <9 2 cos( 0 l ^ d 2 ) 

171 \ 1712 


2e 


m 


m 2 


W 2 


sin 2 ( 6 i + d 2 ) 


习题 2 试求实验室参考系中分裂后的质点的飞出方向分布. 
解：当 t ； 0 > V 时将 （16.6) 代入 （16. 7)，其中根号前面取正号，可得 


sin 疆 [ 2 V CQsd + 1+ ( V 2 /^ o ) cos 2^ 


^0 


1—( V 2 / Vq)sIU 6 


( O ^ d ^ Tc ). 


当 t ； o < V 时，应该考虑0和％的两种可能关系.当0增大时，与之对应的 
两个^中有一个也增大，另一个则减小，因此应该取 （16.6) 中根号前两个符号 
对应表达式之差（而不是和），来计算 dcos %. 最后得 


sin ^ d ^ 


1+( V 2 / t；q )cos20 
/l-(V 2 /v 2 0 )sin 2 d 


( o < d<d 


max 


习题 3 试求在实验室参考系中两个分裂后的质点飞出方向之间夹角 d 的 
取值范围. 

解：角 沒 是心与 沒 2 之和，角心和由公式 （16.5) 确定（参见习题 1) .最简 
单的是计算 tan & 研究所得表达式的极值可以给出0的可能取值范围，这依赖 
于 V ， * o 10 , t ; 20 的相对大小（为了确定起见，我们假设^20> ^ io ) - 

如果 P 10 < P 20 ，则0 〈汐 < 兀， 

如果 V " < t ； 1( 3 ，则 T ： — d m < d 〈 K , 

如果 V > t ； 20 ，则0<0<1，其中 I 之值由下式给出 


sin 6 


^(^10 + ^20 ) 
V 2 + P 10幻20 


§17质点弹性碰撞 


如果两个质点碰撞不改变它们的内部状态，则称为弹性碰撞.因此，对于这 
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样的碰撞应用能量守恒定律时可以不考虑质点的内能. 

在两个质点的质心静止的参考系（即 c 系）中研究碰撞最简单.像上节一 
样，我们用下标0表示物理量在这个参考系中的值.碰撞前两个质点在质心参考 
系中的速度与实验室参考系中的速度和 U 2的关系为 

m: rrii 

巧 0 = mi + m 2 V ， ^ 20= ' mi + m 2 V ， 

其中 t ； = v x~ V2 (参见 （13.2)). 

根据动量守恒定律，碰撞后两个质点动量的大小相等方向相反，又根据能量 
守恒定律，它们的绝对值也不变.于是，在质心参考系中碰撞的结果仅是转动了 
两个质点的速度，而这些速度的方向保持相反，大小不变.如果用表示沿碰 
撞后质点 mi 的速度方向的单位矢量，则两个质点碰撞后的速度（用撇号区别) 
为 


，— 

m ^ m 2 Vn ^ 


汐 20二 _ 



VUq - 


(17.1) 


为了变换到实验室参考系，需要在这些表达式中加上质心速度 V . 于是，两 
个质点在实验室参考系中的碰撞后速度为 


/ 


m 2 


汐1 


m 2 


洲0 


1 + rn 2 v 2 


/ 


m 2 


V 2 


洲0 


mi v m 2 V2 

m 2 


(17.2) 

利用动量和能量守恒定律只能得到这些关于碰撞的结论.矢量的方向 
与质点之间相互作用规律以及碰撞时它们的相对位置 有关. 

对于上述结果可以给出几何解释，为此将速度换为动量会更加方便.将等式 

(17.2) 分别乘以 mi 和 m 2 可得 


/ 


pi — mvitQ 


m 2 


(Pl + P2 )， P'2 


mvitQ 


m 2 


m 2 


(Pl + P 2). 


(17.3) 



mi m2 



是约化质量）.作半径为 


mv 的圆，并使用示于图15中的构造.如 


果单位矢量沿着则矢量 if 和分别给出动量 pi 和 h .在给定 Pl 
和 p 2 时，圆的半径确定， A 和 B 点的位置也确定，而 C 点可以位于圆周上任何 
位置. 





— -^ Pl = mv 的长度与半径相等，即 B 点在圆周上.矢量1等于碰撞前第一个 

m l 十 m 2 

质点7^的动量 ih . 点 A 位于圆内（当 m 1 < m 2 时)或者圆外（当 m 1 > m 2 时）.相应 
的情况如图 16( a ) 和⑹所示.图中的&和^是碰撞后质点运动方向偏离撞击方向 

(仍方向）的角度.图中用 X 表示的圆心角（它给岀％的方向）是第一个质点/^在 

质心参考系中的偏转角.由图中可见，角力和可以用 X 表示出来 


tan^! 


m2sin% 


m 


m 2 cosX 


^2 


7t ~ % 
2 


(17.4) 




(b) mi > m 2 



我们还可以用 x 写岀碰撞后两个质点的速度的大小的表 示式： 



(17.5) 
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9 ^ 02 是碰撞后质点飞出方向之间的夹角.显然，当7^<772 2 时 + 6 2 > 

严 

7 t /2 ，当 > 7?2 2 时+ 沒2< 7 c /2. 


当碰撞后两个质点沿着一条直线运动（正碰）时，相应有 X =7 T ， 即 C 点或者 
位于过 A 点的直径上并在 A 点左边（图 16( a )， 这时 pi 和 h 相互反向），或者 
位于 A 和 O 之间（图 16( b )， 这时贞和 p 〗 的方向相同）. 

这种情况下碰撞后质点速度等于 


•0\ = 




(17.6) 


这时< 取最大可能值，因此原来静止的质点碰撞后获得的最大能量等于 


E 


/ 

2 max 


^ 2 ^ 2 max 
^2 


4m! m 2 

(mi + m 2) 2 



(17.7) 


其中£^ = 2^是原来运动质点的初始能量. 

当 m x < m 2 时，碰撞后第一个质点的速度可以沿着任意方向.然而，如果 
> m 2 ，则该质点偏离原来方向的偏角不能超过某个最大值 ％ max ，这个 A 的 

最大值所对应的 C 点位置是 AC 与圆相切（图 16( b )). 显然， sin 0 lmax 3 OC / 
OA ，或者 


sin 汐 lmax = • (17.8) 

77li 

两个质量相同的质点（一个初始静止）的碰撞 
特别简单.这种情况下 A 点和 B 点都位于圆周上 
(图 17) .这时有 



(17.9) 


= VCOS 


X 

2 


^2 = 


vsin 


X 

2 


(17.10) 



B 


可见，碰撞后两个质点飞出方向相互垂直. 


习 题 

习题运动质点 mi 和静止质点 m 2 发生碰撞，试用实验室参考系中的偏 
角表示两个质点碰撞后速度. 

解：由图 16有 p ; =2 QBoos ^2 或者 v 2 ! cos 0 2 .对于动量= AC 有方程 

m 2 

OC 2 = AO 2 + p { 2 - 2 AO - p [ cosd 1 


或者 
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v 


2m v[ 
m 2 v 


cos 61 


m 


m 2 


0 


m 


m 2 


由此得 




v 


m 


mi I 

cos^!± 


m 2 


m 


m 2 



2 


sin 2 % 


(当 mi > m2 时根号前两个符号均可，当 m 2 > 时根号前只能取正号) 


§ 18质点散射 

〆 

上一节已经指岀，要完全确定两个质点的碰撞结果（即确定偏转角 ： ^)，必须 
求解计及质点相互作用具体规律的运动方程. 

首先，我们按照一般法则来研究一个等效的问题，这是一个质量为 m 的质 
点在中心（位于原来问题中两粒子的质心）静止的力场 L 7( r ) 中的偏转问题. 

在§ 14已经指出，质点在有心力场中的轨道，相对于过中心和轨道近心点 
的直线（图18上的 OA ) 对称.所以，轨道的两条渐近线与该直线的夹角相同.如 
果记该角为抑，则由图18可见，质点飞过中心附近产生的偏转角 X 等于 

X = | tt -2 外 | . (18.1) 



根据 （14. 7)，确定外的积分是从轨道近心点到无 穷远： 

"°° ( M / r 2 )dr 

^9q = - 

J ^2m[E - U(r)] - M 2 /r 2 

需要注意， r min 是上式根号内表达式的根. 


(18,2) 


在这里所讨论的无界运动情况下，引入质点在无穷远处速度和 瞄准距 
离 p 来代替常数£和 M 更为方便.瞄准距离是指中心到 roc 的方向的垂直距 
离，即不存在力场情况下质点飞过中心时的距离（图 18) .用这些量，能量和角动 


量可表 7 K 为 
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(18.3) 


而公式 （18.2) 变为 




90 




( p / r 2 )d 


min 



1 


P 


/ r — 2 U / mv 


(18.4) 


由方程 （18.1) 和 （18.4) 可以求出 X 对 p 的函数的表达式. 

在物理应用中经常遇到的不是一个质点的偏转问题，而是以相同速度 Poo 飞 
过散射中心的全同质点束的散射.束中不同的质点有不同的瞄准距离，因此以不 
同的角度 X 散射.我们用 dJV 表示单位时间内偏转角在 X 和 X + dX 之间的散 


射质点数.因为这个数正比于人射质点束的密度，它对于刻画散射过程并不方 
便.所以我们引入比值 


dcy = dN / n J (18.5) 

其中 n 是单位时间内通过质点束单位横截面积上的质点数（当然，我们假设质 
点束在横截面上是均匀的）.这个量具有面积量纲，称为有 效散射 截面.它完全由 
散射场的形式决定，是描述散射过程最重要的参量. 

我们将假定 X 和 p 之间的关系是 一一 对应的.如果散射角是瞄准距离的单 
调递减函数，两者之间的关系就是如此。这种情况下，只有瞄准距离在 〆 ％)和 
+ 之间的那些质点被散射到 X 和 X + dX 之间•这样的质点数等于 
n 乘以内外径为~和^ 圆环的面积，即 d N = lizpdp • n . 由此可得有效截 

面 


da =二即知 • (18.6) 

为了求得有效截面 da 对散射角的依赖关系，将上式改写成 


da = 2 v : p { X ) 


dp ( X ) 

d% 


d% 


(18.7) 


这里我们加上绝对值符号是因为 dp / dX 可能（通常就是）取负值®通常心不 
是对应平面角微元 dX ， 而是立体角微元 do . 在对顶角为 X 和 X + dX 的两圆锥 
体之间的立体角微元为心= 27^11%(^.因此，由（18.7)有 


da = 


p(X) 

sinX 


dp 

dX 


do • 


(18.8) 


回到质点束不是被力心固定的力场，而是被初始静止的其它质点所散射的 
实际问题时，我们可以说公式 （18.7) 给出了质心参考系中有效截面对散射角的 
依赖关系.为了得到实验室参考系中有效截面对散射角0的依赖关系，需要用 
公式 （17. 4)，将 （18.7) 中的 X 用0表示出来.这样可以得到入射质点束散射截 


①如果函数/；0是多值的，则显然需要对该函数的各个分支求如 （18.7) 那样的表达式的和. 
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面的表达式(用化表示的 x ) 和初始静止质点的散射截面的表达式 （用〜 表示 
的 X ). 


习 题 

习题1 试求质点在半径为 a 的刚性球上散射的有效截面（即作用规律是 
当 r<a 时 L 7=°°， 当 时 17 = 0). 

解： 质点在球外自由运动，又不可能进入球内，因此质点的轨道由两条直线 

组成，这两条直线相对于过质点与球撞击点的半径对称（图 19) .由图可见， 

« 

7t~X Y 

p — asin^o = a sin -= a cos — . 

代入公式 （18.7) 或 （18.8) 可得 

2 2 

d^T = ^sinXcU = +do ， (1) 

即在质心参考系中散射各向同性.对所有角度积分 dcr 可得总截面 a = Tt <2 2 ，这与 
“瞄准面积”就是球面的截面面积的事实一致.瞄准面积即是质点要被散射必须 
击中的面积. 



为了转换到实验室参考系中，要根据 （17.4) 用％表示 X . 计算完全与§16 
习题2类似，因为 （17.4) 与 （16.5) 在形式上是相似的.当 m l ^ m 2 时（爪1是质 
点的质量， m 2是球的质量），可得 


dai = 


a 


2 


4 


2 


m' 

— cos ^! + 

m 2 



doi 


(do! = STrsin^dh) • 如果仍 2< m i ， 则 

a 2 1 + ( 

= ^ y do ! • 

‘ a/ 1 — ( m\/ m^sin 2 ^! 

当 mi = 时，有 


r\ 

di(ji — cl cos 没 i doi ， 
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这也可以直接将 （17.9) 中的关系 X = 2 d x 代入 （1) 得到. 


对于初始静止的球总是有 X = 7 t -2 心 ，代入 （1) 可得 

d(72 = ^^ I COS ^2 I ^02 • 

习题2在习题1同样情况下，试将有效截面表示为散射质点损失能量 e 的 


函数. 

解 ：质点 mi 损失的能量等于球 m 2 获得的能量•根据 （17.5) 和 （17.7) 有 


e = E 




max 


sin 2 1 


2， 


由此可得 


de 


—e max sin%dX , 


再代入习题1的 （1) 可得 

1 2 d £ 

dcr = 丌汉 - • 

^max 

在 e 从零到 e max 区间内散射质点的分布是均匀的. 

习题3在场 L 7 〜 r _ n 内散射的质点，其有效截面对速度 uoo 依赖关系是什 


么？ 

解 ：根据 （10. 3)，如果势能是 k 二_ n 阶齐次函数，则对于相似的轨道， 
tT 2/77 或者 



2 / n 




(对于相似的轨道，偏转角 X 都相同）.代入 （18.6) 得 

dcr 〜 v^o 4/n do . 


/ r 2 中心的质点的有效截面. 


习题4 试求“坠落”至场 U 二 —t 
解： 满足条件 2 a > 的质点才能“坠落”至中 


心 （参见 （14. 11 ))，即瞄准距离不大于 p 


max 


2 a / mv^o • 所以有效截面为 


^P 2 max 


习题5 同上题，但 L 7 


2 na 


mv 


2 


/ V n ( n 〉2， a 〉0) 


解：有 效势能 


U 


mp 


2 2 


a 



eff 


2 


2 


n 


依赖于 r 的关系如图 20 所示，其最大值为 



(U 


eff / max 


U 0 




2 2 

a l mp Voo \ n ^ 2 
\na 


“坠落”至场中心的质点满足条件由条件 L/o = £求出 p max 后，可得 


a = Tzn(n-2) 2 ^r\^ 

\mVc 


2 / n 


习题6质点（质量为 7^) 落向球体（质量为半径为尺）表面，它们之间 
的引力符合牛顿定律，试求有效截面. 

解 ：质点 落到球面上的条件是 r min < i ?， 其中 r min 是质点轨道上离球心最近 
的点乂的最大可能值由条件 r min = jR 确定，这等价于求解方程， L/ eff (iO = £ :或 
者 


m 1 v 2 o 0 p 2 max a _ m 1 v 2 0 

2R 2 R~^~ 


2 ， 


其中 a = 77^ m 2 ( 7 是引力常数），并且在假定了 m 2 m \ , 我们已令 m 
从上面方程中求得 ^ ax ，进而可得 


a — tzR 


2 ym 2 

Rvla 


当 Poo — OO 时，自然地，有效截面就趋向于球的几何截面 

习题7给定能量£时，已知有效截面与散射角的函数关系，试求散射场的 
形式 L 7( r ). 假设 1/( r ) 是 r 的单调递减函数（排斥场），并且17(0)>£， L 7( oo ) 
二 0(0. B . 飞尔萨夫，1953①）. 


解：根据公式 


x dX 


d % 


Ttp 


⑴ 


对散射角： t 求 dc 的积分给出瞄准距离的平方，因此，函数^/八以及：^^:^也 
可以看作是已知的. 


引入记号 


s — ， X 

r 


, VU 


1 -f 


⑵ 


公式 （18.1) 和 （18.2) 可写成 


7T — X(x) 


d 5 


0 J xvu 2 — s 2 


⑶ 


① Firsov O B. Determination of the forces acting between atoms by means of an effective differential 

cross section of elastic scattering [J]. Zh. Eksp. Teor. Fiz. (J. Exptl. Theoret. Phys.) ， 1953, C24 : T279. - 

译校者注 



由此得 


§19卢瑟福公式 
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或者，根据（18.1)，抑=(71-；0/2，得 

« 



将该等式对 X 求导并代入 (18. 7) 或者 （18. 8)， 得 


(19.1) 


或者 




(19.2) 


(19.3) 


这就是卢 瑟福公式 . 需要指出的是，有效截面不依赖于 a 的符号，所得的结果对 
于库仑引力和斥力场都是同等适用的. 

公式 （19.3) 给出碰撞质点的质心静止的参考系中的有效截面.利用公式 

(17.4) 可以变换到实验室参考系中.对于初始静止的质点，将 乂 = iz -2 d 2 代入 
公式 （19. 2)，可得 


1 ^ / a \ 2 sin 汐 2 I a \ 2 do 2 , 、 

d<72 = 27 C ( w ：) ^ 2 dd 2 = WvL) ^ (19 . 4) 

对于入射质点，这个变换一般将导致非常复杂的公式，我们将仅注意两种特殊情况. 
如果散射质点的质量远大于被散射质点的质量7^，则 

叫，故 


d^i = 



doi 

sin 4 (~/2) 


其中 E x = mxvlo /2 是入射质点的能量. 


(19.5) 


如果两个质点的质量相等 （ mi = m 2 ,m — 77^/2) ， 则根据（17.9 )，X 二 2d !， 
代入 （19.2) 得 


d(Ji — 2 tt 




cosdi 

^ d01 * 


(19.6) 


如果两个质点不仅质量相等，而且是完全相同的质点，则散射后无法区分哪一个 
质点原来是静止的.将 dq 和 da 2 相加，并将心和〜用共同的值0代替，可得 
所有质点的总有效 截面： 
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da — 



1 


cos 4 0 


cos (9 do - 


(19-7) 


我们重新回到一般公式 （19.2) ，并利用它确定散射质点按碰撞中损失能量 
的分布.对于任意的散射质点质量 （ m 2) 和被散射质点质量 （ 7^ ) ，散射质点所获 
得的速度用质心参考系中的散射角表示为 


/ 


^2 


771 


― 1 

2 


m 2 


(参见 （17.5)) .相应地，这个质点获得的能量就是质点损失的能量，等于 


£ 


m 2 V2 2 2 


2 




肌 2 


2 


由此将 sin ( X /2) 用 e 表示并代入 （19.2) ，得 


da = 2k 


a 


2 


de 


m 2 t；i e 2 


(19.8) 


这个公式确定了有效截面对损失能量 e 的依赖关系，损失能量的取值范围从零 


£ 


max 


2 m 2 wL / 772 2 • 


习 


题 


习题1 试求在场 U " 二 a / r 2 (a >0) 中散射的有效截面. 
解 ：偏转角： 




丌 


1- 


1 



1 + 2a/( mp 2 v 2 oo ). 


有效截面 


da 


2丌 2 a 


tc — % 


do 


mv ^ X 2 (2 tz ~ X ) 2 sin % 


习题 2 试求被半径为 a 深度为 Uo 的球形势阱（即当 r > a 时 L 7 = 0, 当 r 
< a 时 L /= - L 7 q 的势场）散射的有效截面. 

解：质 点进入和离开势阱时，其直线轨迹被“折射”.根据 §7 习题，入射角 a 
和折射角 /?( 图 21) 的关系为 


sma 

sin /? 


n , n = 



2 U 0 


?nv 


2 


偏转角为7 = 所以有 


sm (a — X /2) _ X 

-:- = cos — 

sma 2 


cot a sm 


x = l 

2 n 


由该方程以及由图显然有关系 


asma = p 



图 21 


消去 a ，可得 |0 和％的关系如下 : 


2 

n + 1 — 2 n cos 


最后，对这个等式求微分可得有效截面 


da - 


a 2 n 2 


n cos ^ — j — 1 


COS 


x_ 

2 


4 cos 


X 


do 


2 — 2n cos 


x 

2 


角 Z 取值范围从零（当 ^ = 0 时）到下式确定的 Xrnax ( 当 P 


时） 


COS 


max 


将如对锥体 XCtrmx 内所有角度积分可得总有效截面，显然，就等于几何截面 


rca 2 . 


§20 小角度散射 

如果仅考虑那些碰撞，其瞄准距离很大，场很弱因而偏转角很小，则有效 
截面的计算非常简单.这时可以直接在实验室参考系中计算，不必采用质心参考 
系. 

我们取 x 轴沿着散射质点（质量为初始动量的方向，而 x ： y 平面为散射 


平面.用 〆 表示散射后质点的动量，显然有 


sind 


Pi ： 

Vi 


对于小偏转角，可以近似地用化代替 sin 化 ，在分母中将％代以初始动量仏 


m 飞 Voo : 


e 产 p[ v /( m i^ 


( 20 . 1 ) 


其次，由于= F v My 轴方向动量总的增量为 





于 L 7 很小，我们将根号按 U 的幂次展开，用 p 近似代替 r 

f 只 ,odr 3「°° U(r)dr 


min 




P 


r 


2 






d 


p 


mv 


2 




取极限尺 


后，第一个积分等于 tc/2 .对第二项积分分部积分，可得表达式 


7 T _ 2 90 


P^J p 771 


vlo 


dU 

dr 


2 P r du 


mv 


它等价于 （20.3). 


习题 2 试求在场 t /= a / r w ( n >0) 内小角度散射的有效截面. 
解 ：根据 (20.3) 有 

/ 

o r°° 1 

A _ I pan _dr_ 

1 m x viJ p r n + l ^ r 2 _ p 2 * 

作变量代换 〆/〆 = u ，将积分变为 b 函数，它可用 r 函数表示为 


di 


2a Vtc 

miv 2 oo p 




n 


由此用 ^ 表示 p 并代入 （20.4) 得 


2^ kY 


2/n 


dtT 


— 2(1 + 1/n) 


do 


TTliV 


\ 



第五章 

微振动 


§21 —维自由振动 

在稳定平衡位置附近的运动是力学系统的一种非常普遍的运动类型，称为 
微振动 .我们从最简单的情况即只 有一个 自由度的系统，开始研究这种运动. 

稳定平衡位置是指势能 UU ) 取极小值的位置，偏离该位置会导致产生力 
- dU / dg ， 它力图使系统返回平衡位置.我们用表示广义坐标 g 在平衡位置 
的值.在偏离平衡位置很小的情况下，在 mq )- U ( q () ) 按 q -如 的幂次展开的 
表达式中保留到第一个非零项就足够了 .一 般情况下这是二阶项 

U(q)-U(q 0 )4(q-q Q ) 2 , 

其中6是二阶导数 tT ( g ) 在 g = 处的值，是正数.今后我们从势能的最小值 
开始计算势能（即假设 m gQ )= o )， 并引入记号 

工 Ho ( 21 . 1 ) 

表示坐标对平衡位置的偏离.于是有 

( 21 . 2 ) 

一 个自由度系统的动能一般可以写成 

1 ( \ • 2 _ 1 / 、*2 
~^a 、 q) q = ~^a \q)x • 

在同样的近似下函数 a ( g ) 可以用它在 g 二 如处的值代替.引入记号① 


①需要强调的是，只有当： c 是笛卡儿坐标时 m 才是质量. 



^(<7o) 


m 


最后可得一维微振动系统 ® 的拉格朗日函数表达式如下 


m x 



(21.3) 


相应的运动方程为 


m x + kx = 0 ^ 


(21.4) 


或者 


CO X 


0, 


(21.5) 


这里引入了记号 


k / m • 


( 21 . 6 ) 


线性微分方程 (21.5) 的两个线性无关的解为： cosw 和 sinw ，因此方程的通解为 

x — cicoscot + C2sino ^. (21.7) 

这个表达式也可以写成 


acos ( cot a ) , 


( 21 . 8 ) 


因为 cos ( cot + a ) 二 cos cos a - sina ^ sina ，与 （21.7) 比较可得任意常数 a 和 a 与 
常数 q 和 c 2 的 关系： 


c\ , tana = - C2^C\. 


(21.9) 


于是，系统在稳定平衡位置附近的运动是简谐振动 .（21.8) 中周期因子前面 
的系数 a 称为振动的振幅，而余弦的宗量称为振动的相位， a 是相位的初始值， 
显然依赖于初始时间的邊择.物理量⑴称为振动的圆频率.然而，在理论物理学 
中，通常简称为频率，今后我们就用这个简称. 

频率是振动的基本特征量，不依赖于运动初始条件.根据公式 （21. 6)，它完 
全由力学系统本身的性质决定.但是应该指出，频率的这个性质与小振幅振动假 
设有关，在更高阶近似时就没有这个性质了.从数学角度着，它与势能是坐标的 



微振动系统的能量为 


2 7 …2 


^ _ m x x kx 


专 ( i 2 + 一工 2 )， 


或者，将 (21.8) 代入此式得 


77^ _ 丄 2 2 

L = 7 ma) a . 


( 21 . 10 ) 


能量与振幅平方成正比. 


① • 这样的系统常称为一维振子. 

② 因此，如果函数 L /(« r ) 在2 = 0处取数量级更高的极小值 ， BP 参见§ 11的习题 

2 a )， 则没有这个性质. 


振动系统坐标对时间的依赖关系经常方便地写成复数表达式的 实部： 

x ^ Re \ Ae lwt \, (21.11) 

其中 A 是复常数，写成下面形式： 

A = ae m , (21.12) 

则又回到 （21.8) 式了 .常数 A 称为 复振幅 ，它的模就是通常的振幅，而辐角就是 
初相位. 

在数学上，指数函数运算比三角函数运算简单，因为指数函数的微分并不改 
变形式.只要我们进行的是线性运算（加法、数乘、微分和积分） ，一 般可以不写出 
取实部的符号 Re ， 只需对最后的计算结果取实部. 

习 题 


习题1 试用坐标和速度的初始值 Xo 和％表示振动的振幅和初始相位. 

答： 



习题2 试求由不同同位素原子组成的两个双原子分子的振动频率和 o / 
的比值，设原子的质量分别等于 mi , m 2 ^ m l ， m 2 • 

解 ：因为 同位素原子以相同的方式相互作用，则有 A = 〆 .在分子动能中起 
系数 m 作用的是约化质量•根据 （21 • 6) 有 


co_ 

co 


rrti m: (m[ + m’2) 
mi mi + m 2 ) 



习题 3 设质量为 m 的质点沿着直线运动，弹簧一端连在质点上，另一端 


固定于 A 点（图 22). A 点到直线的距离为/，弹簧长度为 Z 时受力为 F ， 试求质 


点的振动频率. 

解：弹 簧势能等于力 F 乘以弹簧伸长量 SZ 
(精确到更高阶项）.当 x «/ 时，有 

S I 二 \! I 2 + x 2 ~ jc 2 ， 

因此， L /= Kr 2 /(2 Z ). 因为动能为 mi 2 /2, 故 

CO = 

习题4 同上题，质量为 77 Z 的质点沿着半径 
为 r 的圆运动（图 23). 

解：在 这种情况下，弹簧伸长量为（在 
时） 




m x 


图 22 
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I 



+ ( / + r)^ - 2r{l + r ) cos <p — / ^ 




( l / 2 ) mr 2 9 2 . 由此得频率 


CO 



F ( r + / ) 

rim 


习题 5 试求 §5 图 2 所示摆的振动频率，悬挂点（质 
量为可沿着水平方向自由运动. 

解：当 9«1 时 ，由 § 14习题3所得公式有 

m 1 m 2 l 2 . 9 


T 


2( mi^ m 2 ) 


? 


TT m 2gl 2 
u 二丁中 



m 


由此得 



图 23 


习题 6 设质点沿着某曲线（在重力场中）振动的频率不依赖于振幅，试求 
该曲线的形状. 

解：如果质点沿着曲线运动的势能为17= k 2 /2, 其中 s 为从平衡位置算起 
的狐长，则该曲线能满足要求.这时动能为 T = mi 2 / 2 ( m 为质点的质量），振动 
频率为^ k / m ，不依赖于 s 的初始值. 

但在重力场中 U — mgy ，其中 y 是纵坐标.所以有 ks 2 /2 = 或者 

厂2/ • 

另一方面， ds 2 二 dx 2 + d ^ y 2 ，由此得 


作代换 



后，很容易积分得 


y = 7 ^ 2 ( 1 " cos 6 ) 

4o> 


oc — 严 2 ( 尽 + sin?) . 

4 a > 

这两个等式给出了所求曲线的参数方程，这是一条摆线. 

§22强迫振动 

% 

现在我们研究可变外力场作用下系统的振动，这种振动称为强 迫振动 ，以区 
别于 § 21 研究的自由 振动. 因为前面也假定是微振动，则意味着外力场很弱，否 
则它会引起过大的位移: r . 



这种情况下，系统除了固有势能 （ l /2)^ r 2 以外，还有与外力场作用相关的 
势能将这个附加势能展开为小量: r 的幂级数，得 

du 

U e (x , L/ e (0 , t) + x —- 

d x x = o 

第一项只是时间的函数，可以从拉格朗日函数中略去(作为另一个时间的函数对时间 
的全导数).第二项中是外力，作用于处在平衡位置的系统上，是时间的给 
定函数，用 F ⑴表示.于是势能中岀现了 - xF ⑴项，所以系统的拉格朗日函数为 

T m x 2 kx 2 , w 、 i 、 

L 二 ^ 1 - + xF(0- (22.1) 

相应的运动方程为 


或者 


m x kx = F(t) , 



( 22 . 2 ) 


这里我们再次引入了自由振动频檬 

众所周知，非齐次常系数线性微分方程的通解为两项之和 ：X = : To + ，其 
中^是齐次方程的通解，&是非齐次方程的特解.在现在的情况下，就是 
§21研究的自由振动. 

我们来看一种特别有意义的情况，强迫力是频率为7的简单时间周期函 
数，即 

F ( t )= fcos(yt + ( 3 ). (22.3) 

我们寻找方程 (22.2) 形式为々 = 6( X )8(穴+妁的特解，它具有与强迫力同样的周期因 

子.代入方程可得: 6 = // [ m U 2 - / )] ，加上齐次方程的解，有下列形式的通解 


x = acos( cot + a) ^ - : ^^- ttcos( 7 t + B). {22 A) 

m(co - 7 ) 

任意积分常数 a 和 《 由初始条件确定. 

于是，在周期性强迫力作用下，系统的运动是两个振动的合成，两个振动的 
频率分别为系统的固有 频率〜 和强迫力的频率广 

解 (22.4) 不适用于所谓的共振情况，即强迫力的频率 y 与固有频率⑷相等 
的情况.为了求这种情况下方程的通解，将 (22.4) 改写成如下形式， 


x — a cos( coZ + a ) + 


m { oj 


r 2 ) 


_cos( y 乙 + /3) _ cos( cot + /?)]• 


其中常数 a 现在有不同的值.当 y ^ co 时，第二项变为0/0的不确定形式.按照 
洛必达法则消除不确定性可得 


x — acos( + a ) H~ 


- ， sin( cot + B) 

L 771 ⑴ 


(22.5) 
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于是，在共振情况下，振动的振幅随时间线性增大(直到不再是微振动，上述所有 
理论都不适用为止）. 

我们再来研究共振附近的微振动的性质，即 y = o ； + e ， 其中 e 是小量.我们 

将通解写成复数形式 / . 

x = Ae- + Be l((v + e)t = (A + Be iet )e l(v \ (22,6) 

因为 A + B # 在因子的周期 2 tc / o > 内变化很小，所以共振附近的运动可以看 
作是微振动，但振幅是变化的 .® 


用 C 表示振幅，有 

蠢 

C= \A + Be iet \ . 

将 A 和 B 分别表示为 a 一和 6 eW ， 可得 

C 2 = a 2 + 6 2 + 2a6cos( et + 戸 _ a) • (22.7) 

于是，振幅以频率 e 周期变化，其变化范围是 

\ a — b \ + b . 

这种现象称为拍. 

对任意强迫力 FU )， 可以在一般形式下对方程 (22.2) 积分求解.这很容易 
做到，只要将方程重写为 


d 乙 


(士 + ia; x ) 


—ia> (i + \cox 


)= m FU) 


或者 


这里引人了复变量 


d | 

dt 


ico f 


缸 ⑴， 


^ = x + ico x . 


( 22 . 8 ) 

(22.9) 


方程 (22.8) 不是二阶，而是一阶微分方程.如果没有右边部分，它的解是 f = 
Ae ic "， 其中 A 是常数.如同前面一样，我们寻找非齐次方程形式为 A ( Oe ^ 
的解，对于函数 AU ) 可得方程 


A ⑴二丄 F ⑴ e -i ' 

m 


积分后，可得方程 (22.8) 的解 



e 


icot 


o rn 


F(t)e~ [(ot dt + 6 0 


( 22 . 10 ) 


其中积分常数心是 f = 0时6的值.这就是需要寻找的通解，函数 xU ) 由 
(22.10) 的虚部除以 w 给岀.② 


① 振动相位中的“常数”项也要变化. 

② 当然，这时力 FU ) 应该写成实数形式. 



系统做强迫振动时能量显然是不守恒的，因为系统靠外场源获得能量.假设 
初始能量为零，我们来求在外力作用时间内（从 - oo 到 +〜） 传递到系统的总能 
量.根据公式 (22.10)( 积分下限用- oo 代替零，并且 6(- 〜） =0) ，在 f — oo 时有 


1 r °° 

1 6( TO ) 丨 2 二 F ( Oe~ ia 

771 J -oo 

2 

Jt dt . 


另一方面，系统的能量表达式为 



£ = f ( i 2 + a > 2 _ x 2 ):f If 

2 

參 

(22.11) 

将 k ( oo ) I 2 代入此式，可得所要求的转移能量 



1 r °° 

E = ^- F ( t ) e~ l(vt dt 

2 ^ 7 YI J — oo 

2 

參 

& 

(22.12) 


其值由力 FU ) 的傅里叶分量模的平方所决定，该力的频率等于系统的固有频 
率. 

特别地，如果外力作用的时间与 I / O ； 相比很短，则可以令〜 1. 于是有 

1 /「°° \ 2 

£ = ^ F(t)dt ). 

Zm \ J -oo / 

这个结果是显然的，它表明短时间的力给系统提供冲量 J F 士，但来不及使系 
统产生显著的位移. 



习题1 如果初始时刻〖= 0系统静止在平衡位置 （x = i == 0) ，试求系统在 
下列几种形式的外力 FU ) 作用下的强迫振动. 

a) F = const ~ Fq . 

參 

答：: T 二 ■^( l - COSW )， 常力作用的结果是使振动所围绕的平衡位置产生 

1710) 

位移. 

b ) F — at. 
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1( ⑴ 2 + a 2 十 [3 2 )smcot 十 e w [( ⑷ 2 十 a 2 — jS 2 )cos 尽 t - 2a^sin^t ] } 


(在求解过程中将力写成复数形式 F = F 0 e 


(一 a + 


i /? k 比较方便）. 


习题 2 设直到0时系统静止在平衡位置，力 F 的变化规律 为：当 ，<0 
时 F = 0, 当0<0<了时卩二厂以/了，当 ，> T 时 F 二 F 0 (图 24) .试求在该力作用 
后系统振动的最后振幅. 


解 ：在时 间间隔0< T 内满足初始条件的振 


动为 


F 0 


X 


mTco 


3 


cot — sincot ) 


F 


\Fo 


0 


T 


当 t > T 时我们求下面形式 的解： 
x — ciCos [ o >(^~ T )] + C2sin [ co ( ^ — T )] 


F 0 


图 24 


mco 


2 


由： r 和 i 在 


T 处连续的条件，可求出 


ci 


F 0 


mToj 


sincoT , c 2 


F 0 


mTco 


( 1 - 


cosco 


T) 


这样得振幅 


a 


7 


c \ 


2 , 2 


2F 


mTco 


0 sin 


2 • 


可见，施加力 Fo 越缓慢（即： r 越大），这个振幅越小. 

习题 3 同习题2,力 F q 是常数，只在有限时间间隔： T 内作用（图 25). 

解 ：可以 像习题 2 那样求解，但利用公式 （22.10) 更简单.当 （> 丁 时系统在 
平衡位置 x = 0处自由振动，有 


^0 _\cot 


e 


m 






T 


e 


uvt 


d 


F 0 


0 


icom 


a - icoT \ A(i)t 

— e ;e 


根据关系 | f | 2 = a 2 o ^， f 的模的平方给出振幅.于是求得 


2 F 


a 


0 


mco 


2 


sm 


coT 

" 2 ~* 


F 0 


F 


O 


T 


t 


图 25 



习题 4 同习题 2, 但力在从零到 T 时间间隔内按规律 Fv/T 作用 


(图 26). 



解 ：用同 样方法可求得 




Tmco 


T 2 - 2 cvT sino^T + 2(1 — coscvT ) - 


习题 5 同习题2,但力在从零到 T = 27 r / o > 时间 
间隔内按规律 F 二 Fosinw 作用（图 27). 


解：将 


F ( t ) = F 0 sinajt = ^ r ( e lcot 


\cot 


代入公式 （22.10) 并从零到 了积分 ，可得 

_厂 0 丌 
CL — 2 • 

mco 



图27 


23多自由度系统振动 

多自由度 U ) 系统的自由振动理论类似于§21的一维振动. 

设系统的势能1/是广义坐标％(纟=1，2，"*，5)的函数，在处取极小 


值.引入偏离平衡位置的小位移 


Qi - QiO 


(23.1) 


把 U 展开为 


I 


u 


项， 可得二次正定形式的 势能: 


(23.2) 


这里我们又取势能的极小值为零.因为 （23.2) 中虼都是相同量工而的系 
数，那么它们总是可以被认为相 等的： 


^ki - 


动能的一般形式为（参见 (5.5)) 


9 > ' 私 ik ( q ) qI qk ， 

L i,k 

在系数化中令 ％• = lo , 并用 饥&表7^ a lk ( qQ ) ，可得二次正定形式的动能 


2 


m lk 


(23.3) 


也总可以认为系数对下标是对 称的: 


m ik 二 m kl 


于是，自由微振动系统的拉格朗日函数为 


2 ( 


m lk x { x 


kik 工 i 工 k 、 • 


(23.4) 


现在我们导出运动方程.为了确定方程中包含的导数，我们写岀拉格朗日函 


数的全微分 
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dL = x k 十 m ik x k d x t - k ik x t dx k - k ik x k dxi). 


既然上面和之值不依赖于求和指标的名称，我们可以将括号中第一和第三项的 
;和々相互交换，考虑到系数和心的对称性，得 


dL = 2^j(m lk J: k d 


k lk x k djc t ) 


由此可见， 


dL 


d T : 


2 




工 k 


dL 

3 x ： 


-2> 


k 工 k 


所以拉格朗日方程为 


S 


工 k 


2> 


ik 工 k 


0- 


(23.5) 


k 


k 


这是 = 1，2,…，: 0 个线性齐次常系数微分方程组. 
通常，我们寻找下面形式的 S 个未知函数 & U ): 


x k ~ A 左 e — ， 


(23.6) 


其中 A 是一些待定常数.将 （23.6) 代入方程组 （23. 5)，约去可得常数 A 
满足的齐次线性代数方程组 


k 


2 ( - 


2 


m tk 


k ik )A k = 0 . 


(23.7) 


k 


如果该方程组有非零解，则其系数行列式必须等 于零: 


⑴ m lk 


0 . 


(23.8) 


方程 (23.8) 称为特 征方程 ，是一的 s 阶方程.在一般情况下，该方程有 s 个不同 
的正实根 a>〗，a = l ， 2 ，•••，$(在特殊情况下，这些根中有重根）.这样求出的 04 
称为系统的特 征频率或本征频率. 

从物理的观点来看，显然方程 (23.8) 的根为正实数.事实上， CO 有虚部就意 
味着，坐标^对时间的依赖关系 （23.6)( 以及速度中包含指数减小或指数 
增长的因子.但这样的因子是不允许的，否则会导致系统总能量£= L 7+ T 随 
时间变化，违背能量守恒定律. 

也可以用数学方法证明上述结论.将 (23.7) 乘以并对下标 i 求和，得 


2 ( _ ⑴ 2 m ik + k lk )A:A k 


由此得 


^ K k A ； A k 

Yim lk A ^ A k * 


由于系数和 匕都 是对称的实数，上式分子和分母中的二次型都是实数.事实上， 


{ YjKkA：A 


关 


k 


^ Jz lk AiA 


关 


k 


2> 



关 


k 


^^ikikAhA: • 
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第五章微振动 


它们也是正的①，因而 CO 2 也是正的.求得 频率％ 并将它们之中的每一个代入方 
程组 (23. 7)，就可以求出相应的系数 Ar 如果特征方程所有 的根％ 各不相同， 
则系数 A & 正比于行列式 (23.8) 的代数余子式，其中 ⑴用％ 代替•用表示这 
些余子式.微分方程 (23.5) 的特解因此有下面 形式： 

A 1⑴艺 

X k ~ ^ka^a e ° ^ 


其中 C a 是任意常数(复数）. 

所有这 s 个特解求和，可给出通解•取其实部，写成 

x k = Rej 文三 (23.9) 

a = 1 a 

这里我们引入了记号 

0 a = Re | C ，， M . (23.10) 

于是，系统每个坐标随时间的变化都是 S 个简单周期振动0^02,…，叹的 
叠加，这些简单振动的振幅和相位都是任意的，但频率完全 确定. 

这自然会产生一个问题，可否选择广义坐标使得每个坐标都仅进行简单振 
动？通解 (23.9) 的形式给出了解决这个问题的途径. 

事实上，将 (23.9) 的 s 个关系式看作是 s 个未知量0^02,…，叹的方程组， 
求解后可以用 X X , X 2 ^-, X S 表示 0 D 02, …，0 5 •因此 0 U &2 , …， & s 可以看作新 
的广义坐标，这些坐标称为简正坐标（或者主坐标），它们进行简单的周期振动， 

称为系统的简正振动. 

从简正坐标的定义可以看出，它们满足方程 

© a + cv 2 a © a = 0. (23.11) 

这就是说，采用简正坐标，动力学方程组变为 s 个相互独立的方程•每个简正坐 
标的加速度仅依赖于该坐标，只需已知坐标和相应速度的初值，就可以完全确定 
坐标对时间的依赖关系.换句话说，系统的简正振动是完全独立的. 

由上述可知，用简正坐标表示的拉格朗日函数可以分解为一些表示式之和， 
每一个表示式都对应于某一频率％的一维振动，即有如下形式 

L 二 2 co 2 a @ 2 a ) , (23.12) 

a 

、其中；^是正常数.从数学观点看，这意味着变换 （23.9) 将两个二次型（动能 
(23.3) 和势能 (23.2)) 同时变为对角的形式. 


① 系数为 h 的二次型是正定的，从 (23.2) 中对实变量的定义看，这是显然的.但如果将复数 A 々明 
显地写成 A + ，则可得（注意到 U 的对称 性）： 

、 A k = ^jk }h (a, - \b t )(a k + \b k ) - ^jkj.a.ak + » 

l y k I 9 k ^ , k I f k 

即两个正定二次型的和. 



§23 多自由度系统振动 
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通常可以选择简正坐标，使得在拉格朗日函数中速度平方的系数等于 1/2. 
为此，用下式定义新的简正坐标 Q a: 

Qa = ^ n a ®a - (23.13) 

那么 

l 二 士 2d ⑴ iQl). 

a 

当特征方程有重根时，上面的讨论几乎不需要改变.运动方程的积分的一般 
形式 (23.9) 和 (23.10) 也是一样的（也同为5项），差别仅仅在于相应于重根的系 
数已不再是行列式的代数余子式，这种情况下这些余子式等于零 

一 个多重（或称简并)频率相应的简正坐标的个数等于这个频率的重数，但 
是这些简正坐标的选择不是唯一的.对于相同％的简正坐标，它们以和形式 

2士 2 «和20〗包含在动能和势能中，这些和按相同的方式变换，因此可以对这些 

简正坐标进行任何方式的线性变换，只要不改变这些平方和. 

对于在常外场中一个质点的三维振动，求简正坐标非常容易.取笛卡儿坐标 
系的原点位于势能 （7 U ，3；， z ) 的极小值处，可得变量的二次形式的势 
能，而动能 ^ 



( m 为质点的质量)不依赖于坐标轴的取向.因此，仅需适当旋转坐标系即可将 
势能化为对角的形式.于是 


L — ^- {x 2 + ;2 + z 2 ) — ^~(kix 2 + k\y 2 k 



(23.14) 


且沿着 x 方向的振动是简正振动，其频率分别为 


(x)\ ~ \j k\/ 771 ， (t>2 ~ \j 々 2 / ^ ⑴ 3 = \j 左 3 / ^ • 

在有心对称力场 h =6 r 2 /2) 的特殊情况下，这三个频率相等 
(见习题 3). 

利用简正坐标可以将多自由度强迫振动问题转化为一系列单自由度强迫振 
动的问题.考虑到作用在系统上的可变外力，拉格朗日函数为 


o 


L = L 0 + / t F h {t)x h ， (23.15) 

r 

k 

其中“是自由振动的拉格朗日函数.用简正坐标代替^可得 - 


①由与证明频率是实数相同的观点可以看出，在通解中不可能出现包含时间的指数和幂次的项， 
否则将违背能量守恒定律. 





IqD + 


( 23 . 16 ) 


a 


a 


其中引入了记号 


fcM 二 


△ 


k 


m 


a 


相应的运动方程 


Qa^~ ^lQa= fa(t) 


(23.17) 


只包含一个未知函数 Q a ( t ). 


习 


题 


习题 


设两个自由度系统的拉格朗日函数为 


L = -^ix 


2 , • 2、 ^0/ 2 


y 2 ) -了 ( x 2 + y 2 ) + axy 


(两个全同的本征频率为 a ；0 的一维系统以相互作用 - axy 躺合起来），试求系统 
的振动. 


解：运动方程为 


OC + OJQX = a y , y + coly = a x 


将 （23.6) 代入可得 


A 工 （ 4 


Ot Ay , 




⑴ 0 


)=a A 


( 1 ) 


特征方程为 


o > 0 


2 2\2 _ 2 




由此得 


col^ COQ - a J 


2 2 
Ct >2 二 ⑴ o + Q 


当 


a > i 时方程 （1) 给出 A x = A v ，当 


a > 2 时方程 （1) 给出 A x — _ A V ，所以 


x -—( Q 1 + Q 2 ) ^ y = —(Qi ~ Q 2 ) 
(系数1/乃来自于方程 （23.13) 对简正坐标的归一化）. 


当 a 


2 



时（弱 编合） ，有 

oji^cuq ~ a /(2cvq ) , cl> 2 ^cuq + a /( 2 ajQ ) 


在这种情况下： r 和: y 的变化是两个频率几乎相等的振动的叠加，即具有频率为 
a >2 ~ coi — a / cvq 的拍（参见§ 22 ). 当坐标 *2： 的振幅达到最大值时，坐标 j 的振幅 

达到最小值，反之亦然. 

习题 2 试求平面双摆的微振动（见§5图 1). 

解 ：对于 微振动（外《1，％«1)，在§5的习题1中得到的拉格朗日函数写 



成 


m 


m 2z2 


2 • 2 2 2 • 2 • • 

1 91 + 92 + m 2 l\l2 91 ?2 - 


m 2 


gli 9 i 


m 2 


gh^l 


运动方程为 


m 


m 2 )li (pi + m 2 l 2 + ( mi + m 2 ) g(p\ = 0, 

Zi 9i + ^2 爹 2 + g^i ~ 0. 


将 （23.6) 代入后可得 


+ m 2 ){g - l \ co 2 ) - A 2 co 2 m 2 l2 ~^^ 

- A x I x cd 2 + A 2 (g - Z 2 ^ 2 ) = 0. 


特征方程的根为 


^1,2 - 2 mf/ x Z 2 l( m i + m 2 )(Zi + /2) 土 


m 


1 + m 2 )[( m 1 ^- m 2 ){ l \ + / 2 ) 2 _ 4 m 1 Z 1 / 2 ] }. 


当 77^—00 时，频率趋于极限值和/貧/匕，相应于两个单摆独立振动 . 

习题 3 试求质点在有心力场 U = kr 2 /2 中的运动轨道（称为空间振子）. 
解：像所有有心力场一样，轨道位于一个平面内，我们取这个平面为 X 3 /平 


面.每个坐标 j ： j 的变化是频率均为⑴ 

x — acos ( cot a ) ^ 

或者 


々/ m 的简单振动: 

= 6 cos ( cot 十（3、 


acoscp 


6 cos ( cp + 8) = bcosdcoscp - bsindsin ^ p , 


其中引入了记号 


cot + a 9 S 


a . 由此求出 sinp 和 cos ( p 并由它们的平 


方和等于1，可得轨道方程 


2 2 0 

x y Zxy . 2 ^ 

—y —9- —coso — sin 0 . 

n L h L ab 


这是中心在坐标原点的椭圆® .当5 = 0或者 S 

§ 24分子振动 


时轨道退化为直线段 


如果我们讨论相互作用质点组成的系统，不是处于外场中，则不是所有的自 
由度都具有振动特性.分子就是一个典型的例子.除了原子在分子内它们的平衡 
位置附近振动以外，分子整体还作平动和转动. 

平动有 3 个自由度，一般情况下，转动也有同样的自由度，所以由〃个原子 
组成的分子的 3 n 个自由度中，有 3 n - 6 个相应于振动.所有原子沿着直线排列 


①在势能 LT =々 r 2 /2 的场中质点的轨道是封闭曲线，这个事实在§14中已经提到. 



属于特殊情况.既然绕这个直线的转动没有意义，这种情况下转动仅有2个自由 
度，因此振动有 3 n -5 个自由度. 

在求解分子振动的力学问题时，最好先不考虑平动和转动自由度. 

为了消除平动，可以认为分子的总动量等于零.由于这个条件意味着分子的 
质心不运动，这可以表述为质心的3个坐标为常数.设~ = r aQ + 心（其中是 
第 a 个原子平衡位置的径矢，而&是其偏离平衡位置的矢量），我们可将条件 

2 m a r a — const 三 2 m a r a0 

表示为 

^ m a u a = 0. (24.1) 

为了消除转动，应该令分子的总角动量等于零.因为角动量不是坐标的任何 
函数对时间的全导数，所以 ，一 般来讲，消除转动的条件不可能表述为是哪个函 
数等于零的形式.然而，微振动恰好属于特例.事实上，再设 r a = r aQ + w a ， 略去位 
移〜的二阶小量，分子的角动量可以写为 

M 二 v a ^Tjm a r a0 X = u a . 

在这样的近似下，消除分子转动的条件因此可以写成 

2 m a r a Q X u a —0 (24.2) 

(这时坐标原点可以任意选择）. 

分子简正振动可以根据原子运动特征分类，分类是基于在分子中原子的平 
衡位置的对称性.为了实现这个目的，有基于群论的一般方法，这将在本教程的 
另一卷中讲述 ® .这里我们仅考虑几个初等的例子. 

如果分子的所有 n 个原子位于一个平面内，则可以区分原子的面内简正振 
动和面外简正振动.很容易确定这两种振动的自由度.因为在平面内的运动总共 
有 2 n 个自由度，从中去掉两个平动和一个转动，原子面内简正振动自由度为 
2 n ~ 3 . 其余的 （3 n - 6) - (2 n - 3) = n - 3个振动自由度对应于原子的面外 
振动. 

在线性分子情况下，可以区分纵向振动和横向振动.因为 n 个质点沿着直 
线运动有 n 个自由度，从中去掉一个平动，则纵向振动自由度为 n -1. 既然线性 
分子总共有 3 n _5 个振动自由度，贝! J 有 2 n - 4个横向振动自由度.然而，这些 
2 n - 4个振动仅有 n -2 个不同的频率，这是因为每个振动都可以独立发生在 
(通过分子轴的）相互垂直的两个平面内，由对称性可知每一对简正振动都有相 
同的频率. 


①见第三卷，《量子力学（非相对论理论）》，§ 100,严肃译，喀兴林校.北京 ：高等 教育出版社， 2008. 


习题① 


x 3 , 

Qs — x \ 

m AX 2 

4 

h " 2 

4 m 2 B 





图 29 

解 ：根据 （24.1) 和 （24. 2)，原子位移 m 在 X 和 y 方向的分量满足关系 

m A (x x + x 3 ) + m B x 2 = 0 , 

rriA (: yi + 73 ) + m Byi = 0 ^ 

(yi — 3；3 )sina — ( Xi + X3 )cosa = 0. 

利用矢量心 _ m 2 和 u 3 ~ u 2 在直线 AB 和 BA 方向上投影，可得距离 A - B 和 
B - A 的变化量和 SZ 2 如下 

= (: T! — x 2 )sina + (: Vi _ y 2 )cosa , 

8/2 = _ ( 工 3 _ 工 2)sina + (^3 ~ : y2)cosa • 

将这两个矢量向垂直于直线 AJ 3 和丑4方向上投影，可得角 ABA 的改变量 


~rV{oc x - x 2 )cosa - (3^1 "" : y2)sina] + —[ - (x 3 - x 2 )cosa - (^3 _ : y2)sina] • 


分子的拉格朗日函数为 


L 二❸咖号 





2~(^1 + 8 l \) - 


焱2 


8 1 


引入新坐标 



Qa = 工1 + 工 3 ， 二 工1 

将矢量 M 的分量用这些新坐标表示 


工 3 


Qsi = yi ^ y 3 


X\ 


(Qa + ll) ，工 3 


2~(Qa _ 仏 1 )， 


^2 


m A 

m B 


Qa 


yi 


2"(<?52 + Q a cota) , y 3 = y (g 52 _ Q a cota), 


3^2 


m A 

m B 


Qs2 


计算后可得拉格朗日函数 


m A " . 2 


m A /2m A 1 \ • 2 , m A . 2 , m A^. 2 

L 一了 + + + 


爪 b sin ： 


Ql 


2 m A 


sin 2 a 


^ sin 2 a 

m B 


Q 2 si 


( 々 isin 2 a + 2 々 2 c os 2 a ) - 


q 2 s2 .^9 ( ki cos 2 a + 2 k 2 sin 2 a) 

4 m B 

由此可见，坐标 Q a 对应于频率为 


q s i ^ sl^ra ( 2 々 2 - )sinacosa . 


m A 


^ sm 2 a 

m B 


的相对于 Y 轴的反对称简正振动 （* 2 ^ = x 3 , 3 ^ = -力，图 29 a ). 


坐标 g 5 l 2 对应于两个振动（相对 Y 轴对称：:^ 
29 c )， 其频率 a ; sl ， a ; 52 是二次（⑷ 2 )特征方程 


T3 ，： Vi 二 : Y3, 图2% 和 


m A 


2 m A 
m B 


cos 2 a 


2 k 2 

m A 


^ sin 2 « 

m B 


2 ju k 1 k 2 
m B m 2 A 


的根.当 2 a = 7 t 时，所有这些频率与习题 1 中得到的相同. 
习题 3 同习题1，但分子 ABC 是线性非对称的（图 30) 
解： 原子纵向位移 U ) 和横向位移 （3；) 之间的关系为 
m A xi + m B x 2 + m c x 3 = 0, 3 ^ 

m A y\ + rn B y 2 + m c y 3 = 0 , c . 

m A^\y\ ~ m chy3 - 


拉伸和弯曲势能为 


m 30 


警 (8 G ) 2 + 警(8,2) 2 


k 2 


8 2 


其中 2 Z = h + Z 2 .类似习题1，计算可得横向振动频率 


k 2 




2 l2 2 ^ m c m A rn B I ’ 


两个纵向振动频率， a > i 2 满足二次 （⑷ 2 ) 特征方程 





k [ 


m A m B m C 


§25 阻尼振动 

到现在为止，我们都是假设物体的运动发生在真空中或者周围介质对运动 

♦ 

的影响可以忽略.实际上，物体在介质中运动时，介质会产生阻力使运动有减慢 
的趋势.这时运动物体的能量不断转化为热能而最终耗散完. / 

在 这种情况下运动过程已不再是纯力学过程，需要考虑介质自身的运动，以 
及物体和介质的内部热状态.特别是，一般情况下不能认为，运动物体的加速度 
仅仅是给定时刻的坐标和速度的函数，即不存在这种力学意义上的运动方程了. 
因此，在介质中物体的运动问题已经不是力学问题. ' 

然而，存在一些情况，在介质中的运动可以近似地用力学运动方程描述，这 
需要在方程中引入某些附加项.如果振动频率小于在介质内耗散过程的频率，则 
属于这种情况.当满足这样的条件时，可以认为在物体上作用了仅依赖于速度的 
摩擦力 （对于给定的 均匀介 质）. 

此外，如果速度足够小，可以将摩擦力按速度的幂次展开.因为在静止物体 
上没有任何摩擦力作用，所以零次项为零.不为零的第一项与速度成正比.于是， 
作用在广义坐标为 x 的一维微振动系统的广义摩擦力 / f ^ r 以写成 


fir 


a x ^ 


其中 a 为正的系数，负号表示力的方向与速度方向相反.将这个力加到运动方 
程(见 (21.4)) 的右端，可得(参见 (21.4)) 


m x 


— kx ~ax. 


(25.1) 


除以 m 并引入记号 


—= 4，— = 2 A . 

mm 


(25,2) 


，是没有摩擦力时系统自由搌动的频率 . A 称 为阻尼系数① ，或 阻尼衰减率. 


于是，我们有方程 


x 7.X x ^ 


根据求解常系数线性微分方程的一般方法，假设 


(25.3) 

e " 可得关于 r 的特征方程 


7 T 2 + 2 A r 


⑴0 


0- 


方程 (25.3) 的通解为 


c 2 e 


c 2 e 


厂 1,2 


_ A 土 J A 2 _ coq 


①无量纲乘积 AT ( 其中了 = 27 t / o ； 是周期）称为对数阻尼衰减率. 


下面分两种情况讨论. 

如果 A < o > Q ， 则 r 有两个共轭复值.运动方程的通解可以写成 

x — Re { A exp ( — + iz ： coq ~ X 2 ) } ， 

其中 A 是任意复常数.也可以写成 

x — ae cos (cot ^ a ), co = \J col — X 2 , (25.4) 

其中 a 和 a 是实常数.这些公式表示的运动称为阻 尼振动 .可以看作是振幅按 

指数规律衰减的简谐振动.振幅衰减率由指数 A 确定，振动“频率”0；小于无摩 

« 

擦力时自由振动的频率.当时，和之间的差别是二阶小量.由于摩 
擦总是阻碍运动，故有摩擦力时频率减小是所预期的. * 

如果 A 《 a > 0 ， 则在一个周期 2 tt /^ 之内阻尼振动的振幅几乎不变.这时研究坐标 

平方与速度平方的 ( 一个周期内）的平均值很有意义，取平均时忽略乘子&的变化， 
这两个平均值显然与成正比.所以系统的平均能量衰减规律为 

£ = £ 0 e" 2A S (25.5) 

其中 £ Q 是能量的初值. 

现在假设 A > co Q . 那么 r 的两个值都是实数，并且两个都是负数.通解可写成 

x — c ^ exp [ - (A - \j X 1 — coq ) f ] 十 C2exp [ — (A + a / A 2 — a > o ) 广]. (25.6) 

可见，在这种摩擦力足够大的情况下，运动 lx I 单调递减， g 卩（当 f — oo 时）渐近地 
趋近于平衡位置.这种类型的运动称为 非周期阻尼. 

最后，在 A = co q 的特殊情况下，特征方程有一个二重根为这时运 
动方程的通解为 

oc — cit)e~ Xt . (25.7) 

这是非周期阻尼的特殊情况. 

对于多自由度系统，相应于广义坐标^的广义摩擦力是如下形式的速度的 
线性函数 ' 

fiir -- > 工 k . (25.8) 

k 

从纯粹的力学角度考虑，无法得出系数^对下标 i 和々 的对称性结论.但是，用 
统计物理的方法可以证明，在所有情况下® 

a ik 二 a ki. (25.9) 

故公式 (25.8) 可以写成导数形式 

dF 

U 二 - 士， （ 25.10) 

3工 i 

①参见第五卷，《统计物理学 I 》， §121. 
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其中 F 是二次型 


F 



2 




ik 




称为耗散函数. 

在拉格朗日方程的右端加入力 （25.10) ，得 


(25.11) 


d dL = dL dF 

dt g ^ . dx t dx t 


(25.12) 


耗散函数自身有重要的物理意义，它决定了系统中能量耗散的速率.这很容 
易证明，只要计算系统机械能对时间的导数即可.我们有 



由于 F 是速度的二次函数，根据欧拉齐次函数定理，上式右端的和等于 2 F . 于 
是 


dE/dt= -2 F , (25.13) 

即系统能量变化率等于2倍耗散函数.因为耗散过程会导致能量损失，总是有 
F >0, 即二次型 (25.11) 是正 定的. 

将力 （25.8) 加入方程 (23.5) 的右端，可得存在摩擦力时微振动的方程 

Aj m ik + Zjk lk x k 二- 2^ a lk x k . (25.14) 

k k k 

在这些方程中令 

工 k 二 ， 

约去，后可得常数满足的线性代数方程组 

y^i(m th r 2 + a ik r + k lk )A k = 0. (25.15) 

k 

令行列式等于零可得特征方程 

I m ik r 2 + a tk r + k tk \ =0, (25.16) 

可求得可能的 r 值. 

这是 r 的 2 s 阶方程.因为所有系数都是实数，方程的根或者是实数，或者是 
复共轭对.实根一定是负数，复根的实部一定是负的.否则坐标和速度以及系统 
的能量都会随着时间指数增加，但耗散力应该使能量减小. 


§26有摩擦的强迫振动 


研究有摩擦时的强迫振动类似于§ 22研究无摩擦振动.这里我们将详细研 
究非常有意义的周期强迫力情况. 

在方程 (25.1) 的右端加入外力 / cos yt 并除以 m ， 可得运动方程 


26 有摩擦的强迫振动 
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(26.1) 


(26.2) 


6 = ^, f ， tan ^= 2 2A/ (26.3) 

m ^ (col ~ 7 2 ) 2 + 4 A 2 7 2 7 ~ 

最后，将表达式 Be 〜= 的实部取出来，可得方程 （26.1) 的特解，再加上 

其相应的齐次方程的通解（为确定起见，我们给出 co 0 > A 的情况），最终得 

x — ae Xt cos{ cot + a) + bcos( yt + 8) . (26.4) 

第一项随时间指数衰减，因而经过足够长时间后只剩下第 二项： 

x — 6 cos ( yt + 8). (26.5) 

强迫振动的振幅6的表达式 （26.3) 在 y 趋近_时也增大，但是不会像无 


摩擦力共振那样趋向无穷.对于给定的力幅值/，在 y = /4-2 A 2 时振动的振 
幅最大.当 A 《 coo 时，这个值与之差是二阶小量. 

我们研究接近共振的区域.设/=_+£，其中 e 是小量，我们又假设 A 《 
，.那么在 (26.2) 中可以做近似替换 

7 2 - col = (y + co 0 )(y - o > 0 )^2 a > 0 £ , 2 iXy ^2 iXco 0 , 

因此 


B = -2 m (丄 A ) ⑴。 (26 . 6) 

或者 


b 二 -{- - … - -… ， tan ^ = — . (26.7) 

2 ma>Q v e 2 + A 2 e 

我们研究当强迫力频率改变时，振动与强迫力之间的相位差 S 的变化特 
点.这个差总是负的，即振动“落后”于外力.当从 7< o 侧远离共振时，则3 
趋于零，如果从一侧远离时，则5趋于 -7 C . 在接近％的狭窄区域(宽度为 A 
的量级)内 J 从零变化为 -7 T ， 当 7- CO 0 时相位差5经过 - tt /2 .我们发现，无摩擦 
力时强迫振动相位在 7 = a >0 时产生量值 K 的突变 （（22.4) 的第二项改变符号）， 
考虑摩擦力时就“消除”了这个突变. 

当系统的强迫振动处于稳定运动 (26.5) 时，系统的能量保持不变.这时系统 
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不断(从外力源）吸收能量，又因摩擦而耗散掉.我们用外力频率的函数 J ( y ) 表 
示单位时间内平均吸收的能量.根据 (25.13) 有 


/(/)=2 F , 


其中 P 是耗散函数(对振动周期）的平均值.对于一维运动，耗散函数的表达式 
(25.11) 写成厂=心 2 /2 = 4/^ 2 .将(26.5)代入得 

F — X mb 2 7 2 sin 2 (yt 8 ). 

正弦的平方对时间的平均值为1/2,所以 

/(/) = A mb 2 y 2 . (26.8) 

在共振附近，代入振幅 (26.7) 得 


/( e ) 


=/ A 
4 me 2 + A 2 


(26.9) 


能量吸收对频率的这种依赖关系称 为色散 .在某个 e 值时 1( e ) 等于 e 二 0 
时的最大值的一半，则 le I 称为共振曲线（图 31) 的半宽度.由公式 （26.9) 可知， 
在现在的情况下，这个半宽度等于阻尼系数 A . 曲线最大值的高度 



与 A 成反比.因此，随着阻尼系数减小，共振曲线变得更窄更高，即峰值更大.但 
这时共振曲线下面的面积不变.这个面积由积分 


rm oo roo 

I ( y)dy = I(e)de 

^ 0 J _ o>o 

给出•因为 J ( e ) 在 I el 增大时迅速减小， |e I 很大的区域无关紧要，可以在积分时 
将 JU ) 取为 (26.9) 的形式，积分下限换为 -oo .那么 


I ( e)de 


f 2 X r°° de 

4 7Yt «>—+ 久 2 


zl / 

4 m 


(26.10) 


习 



习题试求外力/ - / oe ai cos yt 作用下有摩擦的强迫振动. 




§27 参变共振 
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解：我 们求解复数形式的运动方程 




x + 2A i 丄 … 2 〜一 —^ at + xyt 


然后取解的实部.结果可得如下形式的强迫振动 


x — be at cos( yt + S) y 


其中 


b 


fo 


m 


^/ (4 + a 2 _ y 2 + 2 aX ) 


tan ^ 


2 y(a + A ) 


4 7 2 ( a + 又） 


2 


d + a 2 


y 2 + 2aA 


§27 参变共振 


存在一种非封闭振动系统，外力的作用可以归结为其参数随时间的变化 ®. 
一维系统的拉格朗日函数 （21.3) 中的参数是 m 和 I 如果它们依赖于时 
间，则运动方程为 、 




{m x) ^ kx 



用新的独立变量 r 代替〖，使得 dr = ck / mU )， 则方程变为 


d 2 x 
dr 2 


+ mkx 二 Q • 


因此，不失一般性，研究下面形式的方程就足够了 

d f + ce> 2 ( ^ )x = 0. 

dt 


(27.1) 


(27.2) 


这个方程可以由 （27. 1 ) 中令 m = const 得到. 

函数 wU ) 的形式由问题的条件决定.假设这个函数是频率为 y ， 周期为 T 
^2 k /7 的周期函数，这就是说， 

T) ~ co(t) ^ 

因而方程 (27.2) 在变换^—〖+了下保持不变.由此可知，如果 X ⑴是方程的解，则函 
数 i (〖 + T ) 也是解.换句话说，如果^⑴和^⑴是方程 (27.2) 的两个独立的解，则 
变量替换 f + T 后这两个函数必定变换为它们自身的线性叠加.这种情况下可以 
选择 A 和 x 2 使得变量替换 t — t + T 的结果仅是原函数乘以常数 © 

X〆 广 + T) = JUiXi(t) , X2(t + 了 ）= "2 工 2(,). 

具有这种性质的函数的一般形式为 

X !(0 = M / T ili (0, x 2 ( t ) = ju 2 t / T n 2 ( t ). (27.3) 


① 一 个简单的例子是单摆，其悬挂点在竖直方向上按给定周期规律运动（见习题 3). 

② 这种选择等价于将和 I 2 U ) 的线性变换矩阵化为对角化的形式，这需要求解相应的二次 
特征方程.我们假设这个方程没有重根. 
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其中和 il 2 (0 仅仅是时间的周期函数(周期为了）. 

这些函数中的常数&和应该满足确定的关系.事实上，将方程 

i.l + co 2 ( 乙） jc 1 二 0 ， + (v 2 (t) X 2 ~ 0 

分别乘以和，相减后可得 

X\X2 ~ — ^^{x\X2 ~ X2X\) — 0 


或者 


i \ X2 ~ x^ocx — const . (27.4) 

然而，对任何形如 （27.3) 的函数和 i 2 U )， 在〖变为，+ 了时， （27.4) 左边 
的表达式乘以.所以很清楚，为了使等式 (27.4) 在任何条件下成立，必须有 

" i "2 = 1 • (27.5) 

从方程 (27.2) 的系数为实数的事实岀发，可以得到关于常数的其它 
结论.如果 zU ) 是方程 (27.2) 的某个解，则其复共轭函数 / U ) 也满足该方程. 
由此可知，常数 yi ，/^ 应该与另一^对常数"]*，/^相同，即 pi = W 或者 ， "2 
都是实数.在第一种情况下，考虑到 (27. 5)，有& 二 1/ W ， 即 IaI 2 = |^ 2 | 2 = 1. 
常数& 和；^ 的模都等于 1. 

在第二种情况下，方程 (27.2) 的两个独立解的形式为 

x x ( t )^ X2(t) 二 ， t/T n 2 (t )， (27.6) 

并且"是模1 " I 不为1的正实数或者负实数.这些函数之一（视 | " | > 1或 | ^ | < 
1而为函数或工 2 0))随时间指数增长.这就是说，系统在平衡位置^ = 0 
的静止状态不稳定 :偏离 这个状态任意小量，都会使出现的位移： c 随时间快速 
增长.这种现象称为参变共振. 

应该注意的是，当 x 和 i 的初值严格等于零时，它们以后也等于零，这不同 
于通常的共振 （§22) .在通常共振情况下，即使从零初始值出发位移也会随时间 
增长（正比于 

下面我们确定一种重要的情况中发生参变共振的条件，函数与常数 
⑴0相差很小，并且是简单周期函数 

co 2 ( t) — cdq (1 + h cos yt ), (27.7) 

其中常数 A 《 l ( 可以假定 A 是正数，这是因为总可以通过适当地选择时间起点 
来实现）.下面将会看到，如果函数 coU ) 的频率 y 接近两倍的 o ; Q ， 则参变共振最 
强烈.所以假设 


其中 e 《 o > 0 . 


1 二 2coq + £ , 



求解运动方程 ® 

i* + a>o[ 1 + /icos(2a>o + e) 乙 ]： r = 0 (27.8) 

时，我们假设解的形式为 

x — a ( t ) cos I + + ^) sin | co 。+ |) 乙， (27.9) 

其中 a (〖) 和 6(0 是随时间变化很慢（与 cos 和 sin 相比）的函数.解的这个形式自 
然不是精确的.事实上，函数 xU ) 也包括与 ⑴ a + e /2 相差为2, + e 的整数倍这 
样的频率项.然而，这些项是/^的高阶小量，在一阶近似中可以忽略(参见习题 1). 


将 (27.9) 代入 (27. 8)，仅保留 e 的一阶项，这时假 设&〜 ea ， 6〜这个 
假设在共振条件下的正确性由结果得到确证.将三角函数的乘积展开为三角函 
数之和，如 


cos ( a>o + 壹)” cos (2 a>o + £ ) ^ (3 ⑺0 + ^ 2 ~ ] ^ "^" cos (⑴ 0 + 壹 


等等，按照上面所述，我们略去频率为3 1 f J 的项，结果可得 

~ 1^2 a + be + —^~b ja>o s i n | + | 卜 + ^2 6 - as + —)a>o cos 卜 o + | j ^ = 

这个等式成立要求 sin 和 cos 的系数都等于零.由此可得函数 aU) 和 6U) 的两 
个线性微分方程.通常，我们来求这两个方程的正 比于# 的解.于是有 

•sa + 士 ( e + )6 = 0 ， 

冬 （e - ) a - 56 = 0 , 


这两个代数方程的相容条件给出 


hco 


(27.10) 


发生参变共振的条件是 S 为实数，即/ >0®. 可见，参变共振发生在频率 


2 a > 0 两侧的区间③ 


h(OQ / . hco 0 

了 <e< 了 


(27.11) 


这个区间的宽度与/^成正比，振动放大系数 s 在该区间的值也是 A 量级的. 


① 这种形式的方程 （ y 和 h 是任意的）在数学物理中称为马蒂厄 ( Mathieu ) 方程. 

② 在(27.6)中的常数；《与5的关系是"= - e s " / a M 当^替换为（ + 27^20；。时，在 （27.9) 中的 sin 和 
cos 改变符号）. 

③ 如果只对共振的区间感兴趣，而对区间内5的值不感兴趣，则计算可以简化，只要注意到在区间 
的边界上 5 = 0,即 （27.9) 中系数 a 和 6 为常数，这立即给岀 （27.11) 中的边界 e= ± hw 0 / 2 . 
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在系统参量变化，频率7接近 2co 0 /n(n 为任意整数）情况下，也会发生参 

变共振.但共振区间（不稳定区间）的宽度随 n 的增加像 V 那样迅速减小（见习 
题2的脚注）.振动的放大系数也同样减小. 

在系统存在微弱摩擦时，也存在参变共振现象，但不稳定区间变得有点更 
窄.在§25中我们已经看到，摩擦使振幅按厂“的规律减小.所以参变共振时振 
动像 e (5 -〜一样放大(正数 s 由无摩擦情况的解给定），不稳定区间的边界由等 
式 5 -A =0确定.于是，利用 （27.10) 中的^代替 (27.11) 我们可得共振区间 


-\j ( hcoQ /2) 2 — 4 A 2< Ce < C \/ ( hco ^/2) 2 — AX 1 . (27.12) 

注意到，这时不是对于任意小的振幅 h 都能发生共振，而是必须大于一个 
确定的“阈值”心，当 (27.12) 成立时， 


h k 


4 A 

⑴0 


可以证明，对于接近频率 2，/ n 的共振，阈值~正比于 A 1/ w ， 即随着 n 增加. 


习 





习题1 试求在 y = 2 co 0 附近共振的不稳定区间边界，精确到 V 量级. 
解： 设方程 （27.8) 的解形式为 

•x = aocos( coq + e/2) t + &o s in( coq + e/ 2) t + 


a ! Cos 3( cdq + e /2) 乙 + 6! sin 3( o > 0 + e /2) “ 


这里考虑了 / i 的更高阶项（与 （27.9) 比较）.我们只对不稳定区间的边界感兴 
趣，假设系数是常数（相应于在上一个脚注里提到的），在代入方程 
(27.8) 时，将三角函数之积化为三角函数之和，略去频率为 5( 吻+ e /2) 的项，这 
些项在更高阶近似中才需要.于是我们有 


£ 


2 


2 


^ ha)Q 

ao 卜 oe + 言 1 + 


hcoQ 


~ b 0 \ o) 0 e 


e 


2 


2 

hco 

T 


2 


b 


2 

hco 


a 


cos o>q 


£ 


2 

0 


2 


b 


sin coq 


2 


£_ 

2 


hoj 

~2 


2 


(2q — 8ojQ a l 




ha>Q 

~Y 


0 



在频率为十 e /2 的项中保留一阶和二阶小量，但在频率为3(，+ e /2) 的那些 
项中仅保留一阶小量.每个方括号内的表达式都应该分别等于零.由后面两个方 


括号可得 


CL \ — 


h_ 



然后再由前两个方括号可得 



ho )(\ 


2 ^l 


0- 


求解这个方程，精确到 / l 2 量级，我们可得不稳定区间边界的 e 值 


hcv 


h 2 ojq 

32 * 


习题2 试求在 r = o > 0 附近共振的不稳定区间边界. 

解:令 y = coo + e ，可得运动方程 

i. + ⑴吾 [ 1 + hcos( coo+e)^]^: = 0. 

注意到所求边界值 e 〜 / i 2 ，我们求如下形式的解： 

x — a 0 cos( coo + e Z + &o s in( ⑴ o + e Z + a!COs2( o> 0 + 6 ) ^ + 6!sin2( a> 0 + e ) Z 十（：丄 ， 

f 

在此式中同时考虑了前两阶项.为了求不稳定区间边界，我们再次假定系数都是 
常数，得 


h(OQ 2 ✓ x Hcoq 

ZcoQea^ + ~^ai + hco^Ci cos(,a>o + ej 广十 一 2o>o e 6o + 


sin ( o > 0 + e ) Z + 


haj 


3 o > o^i + ~ 2^ a o cos 2( o ) 0 + e)t + - 3 o > o&i + sin 2( c «； 0 + e)t 


hco 


2 ho)Q 

+ ~2T a o 


()• 


由此可得 


h 7 _ h j 

a o y b i~ 


Cl 


h _ 

2 a ° 


于是可得不稳定边 界①: 


24 


h 2 co 0 j 


24 


h 2 ajQ 


习题 3 设平面摆的悬桂点在竖直方向上振动，试求此平面摆微振动的参 


变共振条件. 


解 ：根据 §5的习题3求得的拉格朗日函数，微振动（9《1).的运动方程为 


■ 

(p + a>l 1 + 4 - y - cos (2 a；o + e ) 乙 


0, 


其中 M = g 々•由此可见， 4 a /7 起着正文中小参数 / i 的作用.条件 （27.11) 例如， 
取如下 形式： 


e < 


2 a 4 g 


3/2 


①一般地，在频率 2%Az 附近共振的不稳定区间的宽度由下式给出 

△ e = W 2 ” _3 / i ” o > 0 /2 3 (” — ”[(打 - I )!] 2 ， ， 

该结果是贝尔得到的 （Bell M. Proceedings of the Glasgow Mathematical Association, 1957,3:132) 
本注 ， ' 


英译 
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§28非简谐振动 

此前讨论的整个微振动理论建立在系统的势能和动能分别用坐标和速度展 
开并仅保留到它们的二阶项的基础上，这时运动方程是线性的，在这种近似下研 
究线性振动.尽管在振幅足够小的条件下这种近似是合理的，然而，考虑更高阶 
的近似（称为非简谐振动或者非线性振动）会出现运动的某些次要的，但定性来 
看完全不同的性质. 

我们将拉格朗日函数展幵至3阶项.这时势能中出现坐标^的3阶项，在动能 

中串现速度和坐标的形如 X I X j^X-i 的乘积项.与表达式 (23.3) 的这种差别是由于在函 
数& (9) 的展开式中保留了: T 的一阶项.于是，拉格朗日函数的形式为 

Lr 二 r\ : ( ik 工 i 工 k _ ^ ^ iX^ ikl 工 / 工 k 工 I _ o ' 1 ikl 工 i 工 k 工 L ， 

^ i,k 乙 t,k,l ^ i,k,l 

(28.1) 

其中是新的常 系数. 

如果从任意 坐标七 变换到线性近似下的简正坐标0。，则由于变换是线性 
的， （28.1) 的第3和第4个和变为类似的和，其中 坐标、 七和速度 i , 将被和 

代替.我们将这些新的和的系数用 A 咖和表示，拉格朗日函数可写成 
L 二 了 〉 : ( Qa — ^aQa ) + 了 Q a Q _ > i/^gff/QgQ^Qy • 

Z a L a ， i3,y ° a,^,r 

(28.2) 

我们不想完整地写出由这个拉格朗日函数导出的运动方程.这些方程的重 
要特点是它们具有形式 

Q a + ^ Q a -/ a ( Q , Q , Q ), (28.3) 

其中 / a 是坐标 Q 及其对时间导数的二次齐次函数. 

利用逐阶近似的方法，我们求这些方程的如下形式 的解： 

Q a = Qi l) + Qi 2 \ (28.4) 

其中函数 Qt 满足“无扰”方程 、 

奶)+0^)=0， 

即为通常的简谐振动 

— a a cos( o) a t + a a ) . (28.5) 

在高一阶近似中，在 (28.3) 右端只保留到二阶项，可得 Q ( a 2) 的方程 

Qi 2) + co 2 a Q [ 2) = / a ( Q (1) , Q (1) , Q (1) ), (28.6) 

其中右端应该代入 (28.5) .结果我们得到线性非齐次微分方程，其右端可以变换 
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为简单周期函数之和.例如 


Qi^Q^ = a a a^cos( oj a t + 


a^cosico^t + a^) 


= ~Y a a a /3 |cos[(c^ + ⑴ p) t + a a + a^] + cos[(o^ — ^/?) t + a a ~ a^]]. 

于是方程 (28.6) 右端包含相应于频率为系统固有频率之和、之差的振动的 
项.我们所寻找的这些方程的解应该是包含同样周期性因子的形式.因此，我们 
断定，在二阶近似中，在频率为％的简正振动上叠加了频率为 

土 (28.7) 

(也包括倍频2%和零频，零频相应于常数位移)的另外一些振动.这些频率称为组合 

频率.组合振动的振幅正比于相应的简正振动的振幅之积(或者平方 a 2 J . 

在更高阶近似中，当拉格朗日函数的展幵式中包含更多的项时，出现的组合 
频率是更多 频率％ 的和与差，此外还会出现一个新现象. 

在3阶近似的组合频率中岀现与原频率 o; a 相同的频率 a > a ( = + cop - 

%).在应用上述方法时，运动方程右端将有共振项，导致方程的解中出现振幅 

随时间增长的项.但是，从物理角度显然可知，没有外部能量来源的封闭系统不 
可能自己增大振动强度. 

事实上，在高阶近似中基频％与岀现在势能二次表达式中的“无扰”值 
co [ 0 ) 相比发生了变化.在解中出现随时间增长项，是因为下面类型的展开式 


cosicv^ + Aco a ) Z 〜 cos( a^ 0 )f ) — tAco a sm(a) ( a () h ) 

* t 足够大时，显然不合理. 

因此，在研究下一阶近似时，逐阶近似方法必须需改，要使出现在解中的周 
期性因子，从开始就包含准确•的而不是近似的频率.求解运动方程并要求事实上 
不出现共振项可以确定频率必要的改变. 

我们以一个自由度的非简谐振动为例介绍这种方法，将拉格朗日函数写成 



相应的运动方程为 

+ coqx — — a — [3 x 3 . (28.9) 

我们将寻求级数形式的逐阶近似解 

X — ⑴+ X ⑵ + 工⑶， 

并且 

— acoscot (28.10) 

中精确的 a > 将在后面以级数形式 M +⑴ ⑴ + a / 2) +…求解出来（适当选择 

初始时刻，总可以使 x (1) 中的初相等于零）.但是这时方程 (28.9) 不是很方便，这 
是因为代入 (28.10) 后，方程的左端不是严格等于零.所以我们预先将该方程写 
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成等价形式 


^0 


0 ) 


w I 厶 — 

乏 X 十 OJqX — 


ax 


/3 r 


1- 


2 

~^Z 

CO 


X 


(28.11) 


此处假设 


x — X 


⑴ _u ^(2) 


- ( 9 


X jCO — COq ^ (V 


(1) ，略去二阶以上的小量项，可得 z (2) 的方 


程 


壬⑵+ ⑵ 


r\ ry / -1 \ 

aa cos ajt ^ 2co^aj y a cos cot 


2 2 
aa aa 


2 


2 


cos(2 cot) ) a cos cot. 


等式右端无共振项的条件容易给出0； (1) =0,这与本节开始所讲的二阶近似方法 


致.然后，用通常的方法求解非齐次线性方程可得 


x 


2 2 

( 2 ) _ _ c(d aa 


2 



2 



cos(2cot ) 


进一^步，在 (28.11) 中假设 : r =工⑴+工⑵+ x ( 3 ) ， o > 


(28.12) 
⑴ 0 + o / 2 )， 可得： T ⑶的 


方程 


X 


⑶ 


2 (3) _ 


= - 2ax ⑴： r ⑵ - 供 ⑴ 3 + 2o ； oo/ 2 )x ⑴ 


或者将该方程右端代入 (28.10) 和 (28.12) ，经过简单的变换得 


• • 

X 


⑶ 


2^,(3) 


a 


3 


I 

4 


a 


2 


2 



COS (3 cot ) + (2 


2oJqCO 


⑵ 


a a 


2 


3 2 


6 o>o 


4 


a "/3 


COSOJt 


令共振因子 COSW 的系数等于零，可得对基频的修正量 


⑵一 


3B 5a 


2 


2 


8 coq 12 o>o 

它正比于振动振幅的平方.于是，3阶组合振动为 


(28.13) 


x 


⑶ 一 


a 


a 


2 


2 


16cOq 


2 



1 

2 


cos 


(3 cvt) 


(28.14) 
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当在系统的强迫振动中计入非简谐项时，在共振现象中会岀现本质的新特性. 
在方程 (28.9) 右端加入周期（频率为 y ) 外力，得 

x ^ "IX x o)\x — ~^~cos yt — ax 2 — fix 3 , (29.1) 

m 

其中也考虑了阻尼系数为 A (下面假设为小量）的摩擦力.严格地讲，在自由振动 
方程中考虑非线性项的同时，也应该考虑强迫力幅值中的高阶项（比如当外力的 
幅值依赖于位移 x 时会产生高阶项）.我们不计入这些项仅仅是为了简化公式， 
它们不影响定性的结果. 

设 


y = a>Q e 
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(£ 是小量），即 y 接近于通常的共振值.利用下面的方法，我们不研究方程 
( 29 . 1 ) 就可以探讨所产生运动的特性.^ 

在线性近似中，在共振附近，强迫振动的振幅6对外力幅值/和频率 y 的依 
赖关系由 （26.7) 给出，该公式可以写成 

6 2 ( e 2 + A 2 )= ^ 2 . (29.2) 

4m z coq 

振动的非线性导致固有频率对振幅的依赖，将固有频率写成 

coq + Kb 2 , (29.3) 

其中常数 / C 是非简谐系数的确定的函数(参见 (28.13)) .相应地，在公式 （29.2) 
中（更确切地说是在很小的差 y _ 中）用十 / c 6 2 代替 coo . 

仍采用记号£ = 结果可得方程 

6 2 [ (e — Kb 2 ) 2 + A 2 ] = - — ^ — 2 (29.4) 

或者 

£ = fcb 2 ± 

方程 (29.4) 是6 2 的三次方程，它的实根确定强迫振动的振幅.在给定外力 
幅值/时，我们研究这个振幅对外力频率的依赖关系. 

当/足够小时，振幅6也很小，可以在 (29.4) 

中忽略6的二阶以上项，我们就回到 (29.2) 给出的 
函数关系 6 U )， 可用在 e =0 点有极大值的对称曲 
线表示(图 32 a ). 随着/的增大，曲线发生变形，开 
始还保持有一个极大值的特性(图 32 b )， 但极大值 
移动到正 e —边(当 k > 0 时).这时方程 (29.4) 的3 
个根中只有一个是实数. 

然而，从某个特定值/=力（我们下面再确 
定)开始，曲线的性质发生改变.对于每个 f > f k 
都存在方程 (29.4) 有3个实根的频率区间，相应 
于图 32 c 中的 BCDE 部分. 

在 D 点和 C 点的条件必41£ = ^确定这个 
区间的边界.将方程 (29.4) 对 e 求导得 

db _ _ — eb + Kb 3 _ 

de e 2 + A 2 - ^ Keb 2 + 3/ c 2 6 4 
所以 D 点和 C 点的位置由方程 图 32 

e 2 — 4 / ceb 2 + 3k 2 + A 2 = 0, (29.5) 





和 (29.4) 的联立解确定，相应的 e 的两个值都是正的.在 d 6 /de = 0 的点，振幅 
达到最大值，这时 e = M 2 , 由 （29.4) 得 


max 


2 ma>o A 


(29.6) 


这个值与 (29.2) 给出的最大值相同. 

可以证明(我们不在这里给出）®，方程 (29.4) 的3个实根中的中间根（即图 32 c 
上的虚线段 CD 表示的根），相应于系统的不稳定 振动: 无论多么小的任何作用都会 
使处于这种态的系统转到相应于较大根或者较小根的振动(即 BC 或者段). 

因此，只有 ABC 和两个分支对应着系统的实际振动.这时非常重要的 
特性是，存在允许两个不同振幅的频率区间.例如，在外力频率逐渐增大时，强迫 
振动的振幅沿着曲线 ABC 增大.在 C 点振幅发生不连续的跃变，突然减小到£ 
点对应的值，然后（在继续增大频率情况下）沿着曲线变化.如果现在减小频 
率，强迫振动振幅将沿着 FD 变化，在 D 点突跳到 B 点，然后沿着 BA 减小. 

为了计算义，我们注意到，这是(6 2 的)二次方程 (29.5) 有重根时对应的/值.当 


f k 时整个曲线段 



.令二次方程 (29.5) 的判别式等于零，得 e 2 


3 A 2 , 相应的二重根为姑 2 = 2 £ /3.将6和 e 的这些值代入方程 (29.4) 可得 




2 2^3 


3 V 31 


(29.7) 


振动的非线性除了使在频率处的共振现象的性质改变外，还导致岀 
现新的共振，即频率显著不同于叫的外力可以激发频率接近叫的振动. 


设外力频率为 y 〜 a >0/2, 即 


OJq/2 + £ - 


在一阶线性近似中，外力激发系统同频率的振动，振幅与外力幅值成正比，即 


( 1 ) - 


^ cos (^ + 

mojn \ Z 


(见公式 (22.4)) .当在二阶近似中考虑非线性项后，这些振动导致在方程 (29.1) 
右端岀现频率为的项.就是说，将： r (1) 代入方程 


⑵ 


2 A x ( 2 ) + o ^ x ( 2 ) + 


ax 


( 2)2 


(ir 


(2)3 _ 


ax 


( 1)2 


运用倍角的余弦并在方程右端仅保留共振项，得 


⑵ 


2 A x 


⑵ 


L ⑵+ 


COqX 


ax 


( 2)2 


+ /3 x 


(2)3 _ 


- c ^ a { 4 cos ( ，+ 2 e ) 
ym coq 


(29.8) 


①证明可以在下面书中找到： H. H. Borojiio6oB , K). A. MHTponojibCKHH, AcHMnTOTH^ecKHe MeroAw b TeopHH 
HejTHHeftHbix KOJiedaHHft. - M. :€>H3MaTrH3,1958.( 中译本:博戈留波夫 H H， 米特罗波尔斯基 KD A. 非线性振动 
理论中的渐近方法.金福临等译.上 海:上 海科学技术岀版社， 1963.) 




29 非线性振动中的共振 




93 




这个方程与 (29.1) 的不同之处仅在于，力的幅值/换成正比于/的表达式.这 
就是说，这种共振与前述频率共振性质相同，但强度较小.在方程 (2^.4) 
中用 -8 a / 2 /(9 m 4) 代替/以及用代替 e ， 可得函数关系 b ( e )： 


b 2 [(2 e - / c 6 2 ) 2 + A 2 ] 


16 a 


4 10 


81 m coq 


(29.9) 


下面设外力频率为 


2o)q + e . 


在一阶近似中有 


⑴ 



cos (2 o > 0 ^ s ) t . 


将 


(1) + ^ (2) 代入方程 (29.1) ，我们得不到像前一种情况中出现的表示共振 


外力的项.然而，由于正比于乘积1 (1) / 2) 的3阶项而产生参变共振.如果在所 
有非线性项中仅保留这一项，则得 x (2) 的 方程： 


⑵ 


2 A i ( 2 ) + a ^ x ( 2 ) 二— 2 ax ^ 


或者 


⑵ 


2Aj^ 2 ) + o^1 — 


2 a 



cos (2 o > 0 + e )， x ⑵ 二 0, 


(29.10) 


这是 (27.8) 类型的方程(考虑摩擦），如我们已看到的，它在一定的频率范围内会 
导致振动不稳定. 

但是，这个方程还不足以确定振动的合成振幅.有限振幅的建立与非 &性效 
应相关，为此在运动方程中也应该保留 x (2) 的非线 性项： 


⑵ + 2 A i ⑵ + 4 x ( 2 ) + qm ：( 2 ) 2 + /Xr 


(2)3 


2 a 



cos [ (2 co 0 + e ) Z ]x ⑵ 


(29.11) 


注意到下面的事实，这个问题可以大大简化.在方程 (29.11) 右端，令 


⑵一 


6 cos ( o>o + 了卜 + 谷 


(其中6是待求的共振振动的振幅，常数3是相位差，它对后面研究不重要），同 
时将两个余弦函数之积写成和的形式，可得（相对于系统的固有 频率％ 而言 


的)通常类型的共振项为 


afb 



cos 


o> 0 + ^- 卜 - 3 • 


由此，问题约化为本节开始所研究的通常的非线性系统共振，区别仅在于这里外 


力幅值为 a /&/(3 m 4)， e /2 代替在方程 (29.4) 中做这样的替换，得 


b 2 y - / c 6 2 


a 2 f 2 b 2 


36 m 


2 6 
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由该方程求解6得可能的振 幅值: 



(29.12) 

(29.13) 

(29.14) 



图33 

图33画岀了 / c >0 时所得的6对 e 的依赖关系.当 / c <0 时曲线由图示曲线 
对6轴的反射得到点和 C 点相应于 



在 B 点左边只可能有6 = 0,即没有共辑，也不可能激发频率接近，的振动.在 
B 和 C 之间有两个根二 0( 图33上线段 BC ) 和表达式 （29.13)( 分支 B £). 最 
后，在 C 点右边存在3个根 (29.12) — (29.14) .但是，不是所有这些值都对应稳 
定振动.在 BC 段①上6 = 0不稳定，并且也可以证明，相应于根 （29.14)( 位于另 
外两个根之间）的振动总是不稳定的.在图33上不稳定的6值用虚线表示. 

例如，我们研究外力频率逐渐减小的情况下，初始“静止”®系统的行为.在 
到达 C 点之前6 = 0,在 C 点，系统的状态跳跃到分支上.继续减小 e ， 振动 
的振幅在 B 点减小到零.当频率又增大时，振幅沿着 BE 增大③ • 


①这一段恰好相应于参变共振区间 （27. 12) ，比较 （29. 10>和 （27. 8) 有 I A | = 2 af /(3 mco 4 0 ). 所研究 
现象可能存在的条件 


2 af 



>4 A 


相应于不等式 、 

②注意，我们这里研究的只是共振，没有共振并不意味着系统静止，系统存在频率为 /的微 弱强迫 
振动. 


③然而，必须注意的是，所有这里导出的公式只有在振幅 6( 以及 e ) 足够小情况下成立.事实上，曲 
线和 CF 以后相交于一点，达到这点时振动停止因而 6 = 0. 
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我们上面所研究的共振是在非线性振动系统中可能出现的主要情况.在更 
高阶近似中也会在其它频率处出现共振.严格地讲，共振应该发生在满足关系式 
nj + ma>Q = coQ ( m ， n 是整数）的每一^个频率7,也就是说，对每一^个 y = pcoo,q 
(户， g 是整数），都应该发生共振.但是，随着近似阶数的增加，共振的强度（以及 
发生共振的频率区间大小）迅速减小，以至实际上可以观察到的共振只能是频率 
7^ Pco 0 / q 并且的值都不大的情况. 

习 题 


习犀试求在频率 y ^3 o > 0 上共振的函数关系 b ( e ). 
解： 在一阶近似中 


( 1 ) - 



8 ma)Q 


乏 cos [ (3 a)Q + e )^]. 


对二阶近似 x ⑵ ，由 （29.1) 可得方程 


(2) + 2 Ai ⑵ 


U ) + 


(OqX 


ax 


( 2)2 


(2)3 _ _ 〜⑴ ^(2)2 


+ ’ = — 3j3x 


其中等式右端只写出了导致所要研究的共振的项.在该方程中假设 


( 2 ) _ 


6 cos [ a>o + ^ + d 并从3个余弦的乘积中分出共振项，可得方程 


右端表达式为 


㈣ 。 s [ h+i 

iZmcoQ L \ J 


-28 


由此可见，6对 e 的依赖关系，可以在方程 （29.4) 中用3/?6 2 //(32 
用 e /3 代替 e 求得： 


2 



) 代替/， 


6 2 音-姑 2 



12 m 2 co 6 0 


Ab\ 


这个方程的根为 




5k 2/c z 5k 

在图 34 上画出了 6对 e 的依赖关系的特征曲 

线 （ ac >0). 仅有值6 = 0( 横轴）和分支 AB 对应于 

稳定振动 . A 点相应的值为 

_3(4/c 2 A 2 ~ A 2 ) y2 _4/c 2 A 2 +A 2 
^ ' 4 k A ， b k - 4 ^ a — • 


只有在 e > e k 因而的情况下存在振动.由于 
状态6 = 0总是稳定的，因此为了激发振动，初始的 
“推动”是必须的. 


图34 
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上 面所得的公式只有在 e 足够小时才成立.如果力的幅值满足条件 A 2 / o ； o « 
A/ wo ， 则 A 是小量可以保证 e 为小量. 

§30快速振动场中的运动 

我们研究同时受定常势场[/和随时间变化的高频力 

/= ficoscot + f 2 sinajt (30.1) 

作用的质点的运动，其中 A ，/ 2 仅是坐标的函数.高频是指频率满足条件 
co » l / T ， 其中了与质点仅在定常场 J 7 中运动的周期有相同的数量级.从大小上 
讲，并不假设/比场 U 相应的力弱.但是我们将假设这个力引起的质点振动位移 
(下文用6表示)很小. 

为了简化计算，我们首先研究在仅依赖于空间坐标： c 的力场中的一维运 
动.那么质点运动方程为① 



由作用在质点上力场的性质可知，质点的运动是沿着某个平滑的轨道移动， 
同时围绕该轨道作频率为的微振动.因此我们将函数： cU ) 表示为下列和的 
形式 

x(t) = X(t) + 6(^) , (30.3) 

其中 6 U ) 相应于这些微振动. 

函数在其周期 2 tt / co 乏内的平均值等于零，但函数 XU ) 在这段时间 
内变化很小.若用字母上面加横线表示平均值，则有 7= XU )， 即函数 X ( r ) 描 
述按快速振动平均化以后得到的质点的“平稳”运动.我们来推导确定这个函数 
XG ) 的方程②. 

将 (30.3) 代入 (30.2) 并按 f 的幂展开，精确到一阶项，得 

•• •• d 2 r7 9 f 

mX^r - - 6 ^2 + /( X ，乙) + f 疗. (30.4) 

在这个方程中岀现了不同性质的项，即振动项和平稳项.显然，方程两边它们应 
该分别对应相等.对于振动项，只需写出 

. m k = f(X 9 t) , (30.5) 

其它项包含小量 L 因此是高阶小量（但是导数¥正比于大的量 co 2 , 因而不是小 


① 坐标: C 不一定是笛卡儿坐标，因而系数 m 不一定是质点的质量，也不一定像在 （30.2) 中那样假 
设是常数.但是，这个假设并不影响最后的结果(见本节最后一个脚注）. 

② 下述方法是基于卡皮查（1951 ,11. JI . Kanwua ) 的思想 . Kapitza P L . J . Exp . Theor . Phys , 1951 ， 21 : 


588. 
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量）.将 (30.1) 代入 (30. 5)，积分(这时将 X 看作常数)得 

卜 — 丄 

mco 2 


(30.6) 


现在，我们将方程 (30.4) 对时间平均(按上面所指的意思）.因为/和 f 的一次幂 
的平均值为零，可得方程 


m X 


&U 

dX 


JL 

dX 


dU 

dX 


mco 


f 3f 
2/ dX ， 


该方程只包含函数 X (() .方程可以重新写为 


m 


X 


dU 


dX ’ 


eff 


(30.7) 


其中“有效势能”定义为 ® 


^eff= + 


2 mco 


4 mco 


(30.8) 


比较此式和 （30.6) 可见，附加到场 L 7 中的项不是别的，正是振动动能的平均值 


U 


eff 


U 十 


m ：2 


(30.9) 


可见，对振动平均后的质点的运动，与在定常势场17加上正比于变场幅值 
平方的定常场中的运动相同. 

所得的结果很容易推广到用广义 坐标& 描述的任意自由度系统.有效势能 
表达式不是 (30.8) ，而是 


U 


eff 


U + —2 ~ik fifk = + 2 

乙⑴ ，u . u 


^ik 




(30.10) 


其中量—般来说为坐标的函数)是系统的动能 (5.5) 的系数^构成的矩阵 
之逆矩阵的元素. 


习 


题 


习题 1试求摆的稳定平衡位置，假设悬挂点以高频 y ( y » v ^7"0 在竖直 


方向振动. 


解：由 §5 的习题 3 情况 c 所得的拉格朗日函数可知，在这种情况下，变力为 

/= — mla 7 cos ytsirup 


(这里变量 x 用角 p 表示）.所以有效势能为 

/ a 2 y 2 \ 

L/ e ff = mgl ( - cos ^ + sin 2 cp j . 

稳定平衡位置相应于这个函数取极小值，竖直向下的位置 （ p 二 0) 总是稳定的 


①在 m 依赖于 x 的情况下，经过较长的计算可以证明，公式 （30.7) 和 （30.8) 还是成立的. 
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在满足条件 

a 2 y 2 > 2 gl 

的情况下，竖直向上的位置 （p = 7 T ) 也是稳定的. 

习题 2同上题，但摆的悬挂点水平振动. 

解：由§ 5的习题3情况 b 所得的拉格朗日函数可知，/= mla 7 2 cos yt cos cp , 
然后可得 


U 


eff 


7 


2 


mgl — cos<p + cos 9 


如果 a 2 y 2 <2 g 7, 则平衡位置 p = 0 稳定•如果 a 2 y 2 >2^， 则稳定平衡位置相应 


于 


cos ^ = 



/\ 

刚体的运动 


§31 角速度 

在力学中刚体可以定义为质点间距离保持不变的质点组成的系统.当然，自 
然界中实际存在的系统仅是近似地满足这个条件.然而，在通常条件下，大部分 
固体的形状和尺寸变化很小，在研究它作为一个整体的运动规律时，完全可以不 
考虑这些变化. 

为了推导方便，我们下面将刚体当作离散质点的集合.然而，这与力学中将刚体 
通常当作连续体而不考虑内部结构的主张一点也不矛盾.将当作离散质点系得到的 
公式转换为当作连续体的公式，只需将质点的质量换成体积微元 dV 包含的质量 
V (其中 p 是刚体的密度)以及将求和换为对这个刚体的体积积分. 

为了描述刚体的运动，我们引入两个坐标 系：“ 固定”坐标系，即惯性坐标系 
XYZ ， 以及与刚体刚性固连并参与刚体全部运 

动的动坐标系 X X = X y = 2 ：. 取刚体质 

心为动坐标系原点比较方便. 

刚体相对固定坐标系的位置完全由动坐标 
系的位置确定.设径矢 I ?表示动坐标系原点的 
位置（图 35) .动坐标系的坐标轴相对固定坐标 
系的指向由3个独立的角确定，连同径矢 I ?的 
三个分量共有6个坐标.因此，刚体是一个有6 
个自由度的力学系统. 

我们研究刚体的无穷小位移，可以将其表示 
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为两个位移之和.其中一个是刚体的无穷小平移，使质心从初位置运动到末位 
置，但不改变动坐标系各轴的指向.第二个是绕质心的无穷小转动，这样刚体的 
其余部分移动到末位置. 

我们将刚体上任意点 P 在动坐标系中的径矢用 r 表示，而该点在固定坐标 
系中的径矢用 T 表示.那么 P 点的无穷小位移 di : 等于质心位移 dl ? 与绕质心 
转动无穷小角度 dip 产生的位移 d ( pxr 之和（参见 (9.1)): 

dr = d-R + d(pX r. 

将等式除以位移发生的时间令① 


dr dR '了 

d7 = ^ 


d(p_ 

dt 


(31.1) 


可得关系 

v 二 (31.2) 

矢量 V 是刚体质心的速度，也是刚体的平动速度.矢量12称为刚体转动角 
速度， 其方向（也是 dip 的方向）与转动轴方向一致.于是，刚体上任意点的速度 
(相对固定坐标系），可以用刚体平动速度和转动角速度表示. 

需要着重指出，在推导公式 (31.2) 时并没有利用坐标原点位于质心这个事 
实.在后面计算运动刚体动能时，这样选坐标原点的好处就变得一目了然了. 

下面设与刚体固连的坐标系的原点不在质心0,而在距离 O 点为 a 的 O ' 
点.设坐标原点的平移速度为 V ，这个新坐标系的角速度为 12' 

我们重新研究刚体上某点 ' P ， 用，表示其相对点的径矢.因此有 r - r / 
+ a ，代入 (31 • 2) 得 

v = V+ f2Xa + Jf2x〆. 


另一方面，根据 r 和 fr 的定义，应该有 t ； = v + fi / x〆 . 所以我们可得如下结 

1 

论： 


V' = V +nx a 9 fT 二 (31.3) 

第二个等式非常重要.我们可以看出，与刚体固连的坐标系在任意时刻的转 
动角速度与这个所选取的特定坐标系无关.所有这样的坐标系均以角速度《旋 
转，它们大小相等，方向相互平行.这使我们有理由将 D 称为刚体的角速度.而 
平动速度没有这样“绝对的”性质. 

由 （31.3) 的第一个公式可知，如果在坐标原点 O 的某种选择下 V 与 《( 在 
给定时刻）相互垂直，则对于任意选择的原点 o ' r 和《/也是相互垂直的.由 
(31.2) 可知，这种情况下刚体中的所有点的速度 V 都垂直于《.这时总可以选 


①为避免任何误解，应该注意到这种表示角速度的方式有点任 意：仅 对无限小转动有矢量 知 ，而 
对所有有限运动，没有这个矢量.——英译本注 
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择坐标原点使速度 r = o , 刚体在那个特定瞬时的运动就是绕过 o / 的轴的 
纯转动.这个轴称为刚体瞬 时转动轴®. 


今后我们总是假设动坐标系原点选在刚体质心，因此转动轴也通过质心 .一 
般来说，当刚体运动时，12的大小和方向也都会变化. 


§32惯量张量 


为了计算刚体的动能，我们将刚体当作离散质点系，因此有 


T = 




mv 


2 


2 


这里对刚体的所有质点求和.为了书写公式简便，此处和下文中我们省略了标记 
质点的下标. 

将公式 (31.2) 代入得 


T=Sy( V+f2x r ) 2 = Sy y 2 +SmV-(f2Xr) + Sy(f2x r ) 2 . 

对刚体的所有质点 V 和公都相同.所以在第一项中 V 2 /2 可以移到求和号之 
外， Sm 是刚体的质量，我们用"表示.第二项写成 

2 mV 9 (£2 X r) = ^mr 9 (V X £2) = V X £2mr . 

由此可见，如果坐标原点选在刚体质心，则由于 2 mr = 0, 故这一项等于零.最 
后，我们展开第 3 项中矢量积的平方，结果得 

T = + (f2-r) 2 ] . (32.1) 


于是，刚体动能可以写成两个部分之和 .（32.1) 的第一项是平动的动能，其 
形式如同整个刚体质量集中在质心.第二项是刚体以角速度12绕通过质心的轴 
转动的动能.需要强调指出，正是由于固定在刚体上的坐标系的坐标原点选在质 
心上，才有动能分解为两部分的可能性. 


我们将转动动能改写成张量形式，用 r ， f 2 的分量七，仏表示为 ® 


T 


rot 


音 2 


n]x]-Q 


i ^ k^k 







-^-fliQ k Yjm{x 2 id lk 



① 当然，它可以选在刚体之外. 

② 在 V 与公不 垂直的一般情况下，可以选择坐标原点使 V 与幻 平行，即运动（在给定时刻）是绕 
某个轴的转动与沿该轴的平动之和. 

③ 在本章字母 i ， j，k 表示张量的下标，可取值1，2,3.总是采用求和规则，按此规则省略求和号, 
在任何表示式中两次重复出现的下标(也称“哑”下标）就意味着对值1,2,3求和，例如 AA = 

A l Ai = A 2 等等.显然“哑”下标的表示可以任意改变（只要它不与该式子中使用的其它下标相同）. 



102 


第六章刚体的运动 


这里用到了恒等式 A = 其中心是单位张量（其分量在 f =々时等于1，在 
i 关 k 时等于零）.引入张量 

l t k = ^ m { x 2 i 8 lk - x { x k ) , (32.2) 

最终可得刚体动能表达式为 

T = ^ 2 + y . (32.3) 

将 （32.3) 减去势能可得刚体的拉格朗日函数 

L 二 ^ \ Itk^z^k — U • (32.4) 


一般情况下势能是确定刚体位置的 .6 个变量的函数，例如质心的3个坐标 X ， 
Y ， Z 和确定动坐标轴相对固定坐标轴方向的3个角. 

张量 4称为刚 体惯量矩张量，或者 简称刚 体惯量张量. 由定义 （32.2) 显见， 
它是对称的，即 . 



(32.5) 


为了清楚起见，我们将惯量张量的分量写成显式 


1止= 


^jm{y 2 -^r z 2 ) 
— 2 myx 
— Zj mzx 


~ 2 mxy 
^jm{x 2 z 2 ) 
— 2 mzy 


― S mxz 
~ 2 myz 
^m(x 2 + y 2 ) 


(32.6) 


分量称为对相应坐标轴的转动惯量. 

显然，惯量张量可以相加，即刚体转动惯量等于其各部分转动惯量之和. 

如果将刚体当作连续体，则在定义 (32.2) 中的求和改为对刚体体积的 积分: 


Lk 二 pUk - x t x k ) dV . (32.7) 

心 

像任何二阶对称张量一样，惯量张量可以通过适当选择坐标轴 
的方向约化为对角的形式.这些方向称 为惯量主轴， 而惯量张量相应的对角分量 
称 为主转动惯量 ，用表示.在这样选择坐标轴时，转动动能 
表示为特别简单的 形式： 


^rot 1 ^ y(^l^l + ^2^2 + ^ 3 *^ 3 ) - (32.8) 

我们发现， 3 个主转动惯量中的每一个都不会大于另外两个之和.例如 

+ I 2 — + x\-^-x\) — I 3 . (32.9) 

3 个主转动惯量各不相等的刚体称为 非对称陀螺. 

如果两个主转动惯量相等 ， h = J 2 ^ J 3 , 则刚体称为对 称陀螺 .在这种情况 
下，在平面 ^!^： 2 内有一个主轴方向可任意选取. 

如果所有 3 个主转动惯量都相等，则刚体称为 球陀螺 .在这种情况下 3 个主 
轴可以任意选为任何 3 个相互垂直的轴. 
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如果刚体具有某种对称性，确定惯量主轴就容易得多.显然，质心位置和惯 
量主轴的方向应该具有与刚体相同的对称性. 

例如，如果刚体有对称面，则质心应该在该平面内.两个惯量主轴也应该位 
于该平面内，而第3个主轴垂直该平面.对于这种情况，最明显的例子是平面质 
点系.这种情况下3个主转动惯量之间存在简单的关系.如果以系统所在平面为 
X X X 2 平面，则由于对所有质点 X 3 = 0, 故 

1 1 = T7ix\ 9 I 2 = 17ix\ 9 J 3 — 7Yl x\ ^ X 2 )， 

因此 

I 3 = Ii ^ I 2 ^ (32.10) 

如果刚体有某阶的对称轴，则质心应该位于该轴上.惯量主轴之一与此轴重 
合，另外两个则与之垂直.如果对称轴的阶数大于2,则刚体为对称陀螺.事实 
上，垂直于对称轴的任一主轴可以绕该对称轴旋转一个不等于180°的角度，即 
这组垂直轴的选取不是唯 一 ^的，而这只有当则体是对称陀螺时才能如此. 

位于一条直线上的质点系是一个特殊情况.如果选择这个直线为 a 轴，则 
对于所有质点 a = x 2 = 0, 因此两个主转动惯量相等，第3个 为零： 

lx = J 2 = , 7 3 ~ 0* (32.11) 

这种系统称为转子.区别于其它刚体的特性是，转子仅有两个(不是3个)转动自 
由度，相应于绕 A 和的转动，显然，论及直线绕自身的转动是没有意义的. 

最后，再做一个关于惯量张量计算的说明.虽然我们是在原点为质心的坐标 
系中定义这个张量的（只有在这个定义下基本公式 （32. 3) 才成立），但是对于这 
个张量的计算，有时可能更为方便的是先计算相对另一个坐标原点 o /定 义的类 
似张量 * 

/^ = 2 m {x\ 2 8 ik - x[x k ). 

如果距离 oo 7 由矢量 a 表示，则厂二，+心^二4 + ^，考虑到按照0点的定 
义 ， Smr = 0,我们得 

Kk 二 hk — [ Aa 1 8 ik - a t a k ) . (32.12) 

按这个公式，知道4就很容易计算岀 4. 

习题 

习题 1将分子看作质点之间距离不变的系统，在下列情况下，试求分子的 
主转动惯量. 

a ) 分子由位于一条直线上的原子构成. 

答案. • 

Ii = l2 = -^m a m b l 2 ab9 J 3 = 0 ， 
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其中 m a 是第 a 个原子的质量，是原子 a 和6之间的距离，求和是对分子中的 
所有原子对进行的，每个原子对 a 和6的值在求和中仅出现一次. 

对于双原子分子，求和中只有一项，结果是显然 
的，即两个原子的约化质量乘以它们之间的距离的 


平方: 


h 


m 2 


2 


m 2 


b ) 形状为等腰三角形的 3 原子分子（图 36). 
答案： 质心位于三角形的对称轴上，距底边为 
X 2 — m 2 h /{1 , h 是三角形的高转动惯量为 




2 m l m 2 2 



J 3 = h • 


c ) 4 原子分子，原子位于正三棱锥的顶点（图 37). 
答案： 质心位于三棱锥的对称轴上，距底面为 X 3 = 
m 2 h / fi ， h 是正三棱锥的高转动惯量为 


r _ r _ ^> m 1 m 2i 2 x m x 2 r 2 

11 — 1 2 _ h ~z ~ a ， / 3 — 77i i a • 

^ 1 

当 mi — m2 ， h 二 a 2/3 时，这是正四面体分子，转动惯量 
为 


二 ^2 ~ ^3 ~ 7U I a 2 . 

习题2试求下列均勾连续体的主转动惯量. 

a ) 长为 Z 的细长杆. 

答案： 


m 2 



h = = " / 2 /12, J 3 = 0( 杆的粗细忽略不计）. 


b ) 半径为 i ? 的球体 • 

答案： 




i ■"只 2 


(通过计算+ / 2 + J 3 = r 2 dV 求出）. 

%> 

c ) 半径为只高为 /i 的圆柱体. 

答案： 



(圆柱轴为 x 3 轴）. 

d ) 棱边为 a ， b ， c 的长方体. 



R 2 
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答案: 



I 


2 


JL(^ .2 


12 


c 




( xi , X2 y xi , 轴分别平行于棱边 a ， b ， c ). 
e ) 高为 / i 底面半径为 i ? 的圆锥体. 

解 ：首先 相对于以圆锥顶点为原点的坐标轴（图38)，计算张量用柱坐标 
艮容易计算得 



变为单位球方程 


6 2 


2 


? 2 


通过这个坐标变换可将对椭球体的体积积分转化为对圆球体的体积积分 . 
例如，对： C 轴的转动惯量为 


1\ — p (: y 2 + z 2 )dxdydz — p abc {b 2 r/ 2 + c 2 ^ 2 )d^drjd^ 

= ^| £ J / (6 2 + c 2 ), 

其中 J /是 单位球的转动惯量. 

考虑到椭球体积等于 4? ca 6(：/3 ，最后可得转动惯量 


Ji = f(6 2 + c 2 )， J 2 = f(a 2 +c 2 )， J 3 = f(a 2 + 6 2 ). 

习题 3 试求物理摆（在重力场中绕着固定的水平轴摆动的刚体）的微振动 
频率. 

解•.设 Z 为刚体质心到转动轴的距离，而 a ，/?， y 是惯量主轴与转动轴之间 
的夹角.从质心作垂线到转动轴，它与竖直方向夹角 p 作为坐标变量.质心速度 
为 V 二 I 令，而兔 速度在主轴上投影为 》 cosa ， ^ coSjS , ^> cos 7 • 假设 p 很小，求得势 







能 
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U 二 /jigl ( 1 - coscp ) ^ j ^ tglcp 2 . 


所以拉格朗日函数为 


L = 会 2 + -y ( /! cos 2 a + I 2 cos 2 ^ + J 3 cos 2 7) 


由此，可得振动频率 




jjl 乙七 JiCOS 2 a + J^cos 

习题4 试求图 39 所示系统的动能，其中 
OA 和 AB 是长为 Z 的均质细杆，铰接于 A 点. 
杆 OA 绕 O 点（在图示平面内）转动，杆 AB 的 
端点 B 沿着 Qr 轴滑动. 

解：杆 OA 质心（位于杆中心）的速度为 
以/2,其中 p 为角 AQB . 所以杆 OA 的动能为 

/2 T 

- ^ 1 


T 




2 


9 


( / J . 是一根杆的质量）. 


2 ^ 


J 3 cos 2 y 


y 


A 



x 


杆 AB 的质心的笛卡儿坐标为 ： X = (3 Z /2) cos ^ , Y = ( I /2 ) sirup •因 为这 


根杆的转动角速度也是会，故其动能为 


T 2 = -^{X 2 ^Y 2 )-r-cp 


2 




2 


( 1 + 8 sin 2 cp ) cp 


2 


2 


9 


2 


系统的总动能等于 

丁 = ¥(l + 3 sinV ) 会 2 

(根据习题2的 a )， 代入了 J = // Z 2 /12). 

习题5 试求在平面上滚动的圆柱（半径为只）的动能.圆柱的质量分布使 
得其惯量主轴之一平行于圆柱轴，且与其相距为 a ，圆柱对该惯量主轴的转动惯 


量为 

解：从 质心作圆柱轴的垂线，该垂线与竖直方向夹 
角为 p (图 40) .在每一时刻圆柱的运动可以看作绕瞬 
时转动轴的转动，瞬时转动轴就是圆柱与平面的交线， 
这个转动的角速度为令（绕所有平行轴的转动角速度 
都相同）.质心距离瞬时转动轴为 

^ a 2 + R 2 ~2 aRcoscp 9 所以质心速度为 V = 

cp^J a 1 + R 2 - 2 aR cos cp .动能为 




T ~ a 2 + R 2 — 2 aR cos ^) Ip 1 女 ~ Ip 1 • 

习题 6 半径为 a 的均质圆柱在半径为的圆柱形曲面内滚动，试求圆柱 
的动能（图 41). 



图 41 


解:设 < p 是两个圆柱中心连线与竖直方向的夹角.滚动的圆柱质心在轴上， 
其速度为 V = 会（只 - a ). 瞬时转动轴是两个圆柱的交线，由关于该瞬时转轴的 
纯滚动可以求出圆柱的角速度为 

^ V • R _ a 

U =—— = cp - . , 

a a 

如果是圆柱对其轴的转动惯量，则 

T 二专 [R - a、 2 cp 1 + —~~ Y~^~9 2 二"|""(尺 _a) 2 ^ 2 (32.13) 

1 3 已由习题2的 c ) 求得. 

习题7 试求在平面上滚动的勾质圆锥的动能. 

解： 设圆锥与平面交线为 OA ， 用0表示 OA 与平面上某固定方向的夹角 

(图 42) .质心位于圆锥轴上，其速度为 a Scosa ， 这里 2 a 是圆锥顶角， a 为 

质心到顶点的距离.我们计算转动角速度，即绕瞬时转动轴 OA 的角 速度： 

y • 

Q = — : — = dcota . 
asma 



Y 



图 42 
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惯量主轴之一 u 3 轴）与圆锥轴重合，选择另一个轴 u 2 轴）垂直于圆锥轴 
和直线 OA. 角速度矢量 f2( 平行于 OA) 在惯量主轴上的投影为 ^sina,0, 
Ocosa . 最后可得动能 

T = ^6 2 cos 2 a + ^0 2 cos 2 a + ^. 2 = ^-0 2 (1 + 5 cos 2 a) 

2 Z L sin a 41) 

h 是圆锥的高度，， J 3 ， a 由习题 2 的 e ) 给出. 

习题 8 试求匀质圆锥的动能.圆锥的底面在平面上滚动，而顶点与平面的 

距离始终等于圆锥底面半径（因而圆锥轴平行于平面）. 

解：设 0表示平面上给定方向与圆锥轴在平面上的投影之间的夹角（图 

43) .质心速度为 V= a ^(符号同习题 7) .瞬时转动轴是圆锥母线 OA ， 其中 A 
是圆锥与平面的切点.质心到该轴的距离为 <2 sina ， 所以 



n = 


y 

a sina 





sina 


矢量在惯量主轴上的投影为（选择 * x 2 轴垂直于圆锥轴和线 OA ) ： Osina - d , 


0 ， Gcosa = dcota .所以动能为 


T = 





3 jxh 

40 





习题 9 ‘ 均质三轴椭球绕自己的一个轴 （ AB ， 图 44) 旋转，并且这个轴本身 
又绕着过椭球中心与其垂直的直线 CD 转动.试求椭球的动能. 

解：用 0 表示绕 CD 的转角，而用 p 表示绕 AB 的转角（即 CD 与垂直 AB 的 
惯量主轴：^的夹角）.如果 X3 轴与 AB 轴重合，那么在惯量主轴上投影为 

鲁 • 

6 coscp ， 6 sirup , cp • 

由于系统的质心，即椭球中心是静止的，所以动能为 





图 44 


T = —■ ( hcos 2 p 十 i^sin 2 ~2^ I3 - 

习题 10 同上题，但轴 AB 与 CD 不垂直（图45)，且椭球相对这个轴是对 
称的. 



Cp0 


图 45 


解 ：矢量 12在 AB 轴和垂直于 AB 的另外任意选取的两条惯量主轴上的投 


影为 


dcosacos<p y 


籲 


cosasm^9 


dsina 


动能为 


T 


~^~d 2 cos 2 a + ^( 会十 0sina ) 2 . 


§ 33 刚体的角动量 

我们知道，系统的角动量取决于它相对哪个点定义.在刚体力学中最合适选 

取的点是动坐标系的原点，即刚体的质心 . 以后我们将这样定义的角动量记为 
M. 
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根据公式 (9. 6)，当选择刚体质心为坐标原点时， M 就是“内禀”角动量，仅 
与刚体相对质心的运动有关.换句话说，在定义 M = J：mr X V 中应该用 DX r 

RWv : 

M = 2 mr X X r ) = 2 m r 2 Sl ~ r m (£2 m r) , 

■ ■ 

或者用张量表示为 

M t = S m ( x 2 iO t — XiX k Q k ) = A S m ( oc\8 lk — xix k ). 

最后，考虑到惯量张量定义 (32.2) 得 

M t = I lk O k . (33.1) 

如果坐标轴 x 1 , x 2 , x 3 的方向沿着刚体惯量主轴，则公式 (33.1) 给出 

iVfl 二 I ^ A ^2 = ^2 ^2 ? iV ^3 ~ 13 ^3 • (33.2) 

对于球形陀螺的特殊情况，3个主转动惯量都相等，有 

M = IQ , (33.3) 

即角动量矢量正比于角速度矢量，并且有相同的指向. 

然而，对任意刚体，矢量 M —般不与矢量 D 方向相同，只有在刚体绕某个 
惯量主轴转动时， M 和《方向才相同. 

我们研究不受任何外力作用的自由刚体的运动.我们假定消除了不感兴趣 
的任何匀速平动，仅考虑刚体的自由转动. 

像所有封闭系统一样，自由转动刚体的角动量是常量.对于球形陀螺 ， M = 
const 导致 D = const . 这就是说，球形陀螺的最一般自由运动是绕空间固定轴的 

勻速转动. 

转子的情况同样简单.这时也有 M = W 2, 并且矢量《垂直于转子轴.所以， 
转子的自由转动是在一个平面内绕着垂直于该平面的轴匀速转动. 

利用角动量守恒定律可以确定更复杂的对 称陀螺 的自由转动. 

利用惯量主轴方向（垂直于陀螺对称 
轴 x 3 ) 选择的任意性，我们选 x 2 垂直于矢量 M 
和: c 3 轴的瞬时位置确定的平面.那么 M 2 = 0, 由彳/ 

公式 (33.2) 可知，= 0. 这就是说，在每个时刻、、 

M ， f 2 的方向和陀螺对称轴位于同一个平面（图 
46). 由此可得，在陀螺对称轴上所有点的速度 T ； 
x r ， 在每个时刻都垂直于这个平面，换言之， 

陀螺轴绕 M 的方向匀速（见下面）转动，画出一 
个圆锥，这称为陀螺 的规则进动） .同时，陀螺绕自 
身的轴勻速转动. 

I 

这两个转动的角速度可以容易地用给定的角 



图 46 



动量 M 以及陀螺轴与 M 方向的夹角0表示.陀螺绕自身轴的转动角速度就是 
矢量《在该轴上的投影 


M 3 = M 

~h~h 


cos <9. 


(33.4) 


为了求进动角速度应该利用平行四边形法则将矢量《沿着: c 3 和 M 方向 
分解.第一个分量不会使陀螺轴产生任何位移，第二个分量因而给出所要求的进 
动角速度.由图46可知， ^ nr sin ^ = A ，由于仏= M , /厂= Msind / L ，所以得 


ifi Dr = iVf / J j • 


(33.5) 


34 刚体运动方程 


由于一般情况下刚体有6个自由度，因此总计应该有6个独立的方程.这些 

方程可以写成刚体的动量和角动量这两个矢量对时间的导数形式. 

1 

得到第一个矢量方程只需将刚体中每个质点的方程> =/求和，其中 p 是 
质点的动量，/是作用在质点上的力.引入刚体的总 动量： _ 

P 二 

和作用在刚体上总的力2/= F ， 可得 


dP 


F. 


(34.1) 


尽管我们定义 F 为作用在每个质点上的所有力/之和，包括刚体的质点之 
间相互作用力，但事实上 F 中仅包含外力.刚体内部所有质点之间的作用力必 
须相互抵消，事实上，当没有外力时刚体的动量应该守恒，就像所有封闭系统一 
样，即应该有 F = 0. 

如果 U 为刚体在外场中的势能，则力 F 可以用势能对刚体质心坐标的导 


数确定 


F 


9 U 

dR 


(34.2) 


事实上，当刚体平移 S 1? 时，刚体的每个质点的径矢 t 也产生同样的变化， 


所以势能变化为 






- 8R.YJ 二 - F8R 


注意到，方程 (34.1) 也可由对质心坐标的拉格朗日 方程: 

d dL ^ dL 
Jt~dV~^R 


得到，其中拉格朗日函数为 (32.4) ，对此有 


9 L 

dv 




aL 

dR 


dU 

dR 


F 
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下面推导角动量 M 对时间导数确定的第二个运动方程.为了简化推导，我 
们选择固定(惯性）参考系，使得在所考虑的瞬间，刚体质心相对于该参考系静 
止. 

我们有 


M 


d 

df 


Sr X p = 2 rX p + X p. 


对于我们所选的参考系 （ V = 0) ，在给定时刻/•与速度 t ; = i •相等.由于矢量 t ; 和 
P 二 mv 方向相同，故/ •>< p = 0.将替换为/，最后可得 


dM 

dt 


=K ， 


(34.3) 


其中 

K = X/. (34.4) 

由于角动量 M 是相对质心定义的（参见§33的开头部分），在从一个惯性 
参考系变换到另一个惯性参考系时保持不变.由1?=0从公式(9.5)来看这是显 
然的.由此可知，根据伽利略相对性原理，这里在特定参考系下得到的公式 （34. 
3)，对所有惯性参考系都成立. 

矢量 r x / 称为/的力矩，因此 K 是总力矩，即作用在刚体上的所有的力产 
生的力矩之和•正如总力 F —样，在和 (34.4) 中实际上只需计及外力的力矩，根 
据角动量守恒定律，封闭系统的所有内力的力矩之和必须等于零. 

力矩像角动量一样，一般依赖于坐标原点（相对于其定义力矩）的选择.在 
(34.3) 和 （34.4) 中力矩和角动量是相对刚体质心定义的. 

当坐标原点平移 a 时，刚体中每一个质点的新径矢，与老径矢 r 的关系为 
r = 〆 + a . 所以 

K =2 rX /=2 r / x/-h 2 a x f 

或者 

K 二 iT + a x (34.5) 

特别是，由此可见，如果总力 F = 0( 这时称力偶作用在刚体上），则力矩之值 
不依赖于坐标原点的选择. 

方程 (34.3) 可以看作对于“转动坐标”的拉格朗日方程 


d 9 L 

dt dfi d (p * 

事实上，将拉格朗日函数 (32.4) 对矢量的分量求导可得 


9 L 



当刚体转动无穷小角度 Sp 时，势能改变量为 


8 U 二一 2 / = - 2 /* ( d(p x r ) = - 8( p*^r x f = - K m 8 (p , 




由此可得 


(34.6) 


因此有 


K=- 


3 U 

d (p 


d 丄— - d -H- K 

d (p d(p 

假设矢量 F 和 K 相互垂直.这种情况下总可以找到矢量 a， 使得公式 
(34.5) 中 JT 等于零，进而 

K= a x F. (34.7) 

a 的选择不是唯一的，_它加上任何平行于 F 的矢量，都不会改变等式 （34. 7)， 
因此条件= 0不是给出动坐标系中的一'个点，而是 一 条直线.于是，在 if 丄 F 
情况下，所有作用力的效果可以归结为沿着给定直线作用的一个力 F 的效果. 

均匀力场就属于这种情况，作用在质点上的力为/= 其中£：是刻画力 

场的常矢量， e 刻画质点相对于给定力场的性质 ® .在这种情况下有 


F = Ej ： e , 

K =^ erXE . 


假设，引入径矢 



广 0 = 

乂 er 

(34.8) 

总的力矩可以简单表 示为： 



K = 

r 0 X 

(34.9) 


于是，当刚体在均匀力场中运动时，力场的效果归结为作用在径矢为 （34.8) 
的点上的一个单一力 F 的作用.这个点的位置完全由刚体自身的性质决定，例 
如，在重力场中该点就是刚体的质心. 


§35 欧拉角 


我们已经提到，描述刚体运动可以用质心的3个坐标和3个描述动坐标轴 
a ， x 2 ， x 3 相对固定坐标轴 X，y，z 取向的角度.这些角常常可以方便地取为所 

谓的欧拉角. 

因为我们现在只对坐标轴之间的夹角感兴趣，可以选择同一个点为两个坐 
标系的原点（图 47) .动坐标系的平面与固定平面 XY 相交于某一直线 
(在图47上的 OiV)， 该直线称为节线.节线显然垂直于 Z 轴和： r 3 轴，我们选择 
矢量积 z x jc 3 的方向为节线正方向（其中 z，x 3 分别是坐标轴 Z，《x 3 方向的单位 

①例如，在均匀电场中，£是电场强度，而 e 是电荷.在均匀重力场中， JE 是重力加速度 g ， 而 e 是质 
点的质量. 
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矢量）. 

我们用下面3个角确定动坐标轴 
^ 2 , x 3 相对固定坐标轴 X , Y , Z 的 位置 ： Z X 3 

轴和 x 3 轴之间的夹角轴和 ON 轴之间 
的夹角 P ， OiV 轴和: Ti 轴之间的夹角^ .按螺 
旋法则确定的方向分别绕 Z 和^ 3 轴转动来 
计算角 P 和4.角0取值范围是从零到71，而 
角 p 和 4 的取值范围是从零到 2tt ①. 

下面我们用欧拉角及其导数表示角速度 
矢量在动坐标轴上的分量.为 

此需要将角速度 L 会，公向这些轴投影.角速度 g 的方向沿着节线 ON ， 它沿着 

Xi 9 X 2 9 工 3 的分量等于 

I 

6 i = dcos(p , d 2 — ~ 9 sirup , d 3 — 0. 

角速度 会的方 向沿着 Z 轴，它沿着 x 3 的分量等于而在平面上 
的投影等于 _ ir ^. 将后者再分解到：^和：^轴，可得 

cpi — cpsmd^irup , cp 2 ~ 令 sin (9 cos 0 • 

最后，角速度>的方向沿着 A 轴. 

汇集这些沿着每个轴的分量，最终得 

Oi = ^ sin ^ sin ^ + dcoscp , 
fl 2 = 会 sin 汐 cos # — dsirup , 

D3 = cpcosd H ~ 0 . (35.1) 

如果选择刚体的惯量主轴为坐标轴，则将 （35.1) 代入 （32. 8)，可 
得用欧拉角表示的转动动能. 

对于对称陀螺 ， h = ，经过简单推导可得 

T rot = y ( ^ 2 sin 2 l 9 + <9 2 ) + y ( (pcosd + ( p ) 2 . (35.2) 

应该指出，利用对称陀螺惯量主轴方向选择的任意性，也可以更简单地‘ 
得到这些表达式.如果 认为以 轴沿着节线 OiV ， 即 0 = 0,可得角速度分量的简 
单表达式 

①角0和 p - tt /2 分别是工 3 轴相对 X ， Y ， Z 轴的极角和方位角.同时角 <9和 tt /2 - 0分别是 Z 轴 
相对: ^ c 2 ，: c 3 轴的极角和方位角. 



图47 




§ 35 欧拉角 
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二 d ， 1Q2 = 9 1Q3 = cpcosd ( p . (35.3) 

作为应用欧拉角的一个简单的例子，我们研究对称陀螺的自由运动，这在 
§ 33已经求出. 

我们取固定坐标系的 Z 轴沿着陀螺的定常角动量 M 的方向，取动坐标系 
的: r 3 轴沿着陀螺对称轴，而^轴在给定时刻与节线重合.利用公式 （35.3) 可 
得矢量 M 的分量 

Ad 1 二 1 1 {2 1 — I 9 ~ ^2^2 ~ ^2 ， iV ^3 二 1^3 ^3 ~ ^3 ( (pCOsd + ( p ) • 

另一方面，因为：^轴（节线)垂直于 Z 轴，我们有 

MeO ， M 2 = Msind , M 3 = Mcosd • 

比较这些等式可得下面 方程： 

^ = 0, Ii cp = M , cpcosd + 0) = Mcosd . (35.4) 

第一个方程给出 0 = const ， 即陀螺轴与 M 方向的夹角为常数.第二个方程确定 
进动角速度（与 (33.5) —致 ）> = M/h .最后，第三个方程确定陀螺绕自身轴转 
动的角速度 0 3 = Mcosd / I 3 . 

习 题 

习题 1 试将下端点固定的对称重陀螺的运动问题约化为积分问题（图 

48). 



Y 



图48 

解： 取动坐标系和固定坐标系的共同原点位于陀螺的固定点0,而 Z 轴沿 
着竖直方向（图 48) .重力场中陀螺的拉格朗日函数为 


L 


^ 2 ~~ 


{6 


2 


cp sm^ 


6 ) 


2 


( 0 + (pcosd) 2 — fJLgl COS 9 
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其中 y 为陀螺的质量，/是质心到固定点的距离 • 
4 和$是循环坐标.所以有两个运动积分： * 


p<p 二 



I 3 ((p + ^ cosd ) = const 三 


M 3 , 


( 1 ) 


户史 = = ( I[sin 2 d + I 3 cos 2 6) 99 + I 3 ipcosd 二 const 三 M z ， (2) 

d cp 

其中引入了记号 J ；= Ii + fd 2 冲小和 P 9 是相对 O 点定义的转动角动量分别在 x 3 
轴和 Z 轴上的分量.此外还有能量 守恒： 


/ 


E = i ^ 2 


2」—2八、 . h 


cp 1 sin 1 6) 


( 0 + (pcosd) 2 + flgl COS 6 


2 


⑶ 


由方程 （ 1 ) 和 （ 2 ) 求得 


9= 


M z — M 3 cosd 


fisin 2 d 


(4) 


參 


M 3 M z — M3 cos 汐 

77 — cos0 r lSi n^ 


⑸ 


利用方程 （4) 和 （5) 从能量方程 （3) 中消去会和 i ；， 得 


/ 


E ' 


2 


》 2 + u eii (d )， 


其中引入了记号 


E^E — 


M| 

2 U 


㈣ ， 


u eH (d) 


(M z - M 3 cos ^) 2 
21{sm 2 d 


jugl (1 - cosd ). (6) 


由此求出 0 并分离变量得 







2 


⑺ 


/ 


E / - U ei{ (6)] 


该积分是椭圆积分.然后，利用方程 （4) 和 （5) 所得的积分将角 cp 和 i / j 写 Ad 的函 
数形式. 


在运动过程中，角0 的变化范围由条件确定.当0 趋于0 或 7 T 
时，函数 I 7 eff (6)( 如果 M 3 ¥= M Z ) 趋于+⑺，而当处于 0 ， tt 之间时函数有一个极 
小值.所以方程 E '= L / eff ( 0 ) 有两个根，它们确定陀螺轴偏离竖直方向的两个极 
限值心和 . 


当角沒从心变化到0 2 ,会的符号是否改变取决于 M 2 - M 3 cos 6 的符号在0角 
的变化范围内是否改变.如果它不改变符号，陀螺轴绕竖直方向单调进动，同时上下 
振动（称为章动 ）（ 见图 49 a ， 曲线是陀螺轴在以固定点为球心的球面上所画的轨迹）. 
如果今改变符号下，在两个极限圆上进动方向相反，因此陀螺轴绕竖直方向移动时画 


❹ 1 



0 2 


e l 



o 2 



图49 


出环路（图 49 b ). 最后，如果^和 化 之中有一个与 M z — M 3 cos 0 的零点重合，则在相 

应的极限圆上>和》同时等于零，陀螺轴画出图 49 c 类型的轨迹. 

习题 2 试求陀螺轴绕竖直方向转动稳定的条件. 

解：当0 = 0时 Z 和 X3 轴重合，因此 M 3 = M z ， £/ = 0 .如果汐 = 0相应于 
J 7 eff ( 0 ) 的极小值，则陀螺绕该轴的转动是稳定的.当 0 很小时有 


U 


eff 


M | 

8/； 


mL 


d 2 . 


由此可得稳定条件为 Ml > Al [ figl 或者 




m > 




习题 3 试求自转动能远大于重力势能情况下陀螺的运动（称为快陀螺）. 
解：在一阶近似下，即忽略重力场时，陀螺轴绕着角动量 M 的方向自由进 


动.这种情况对应于陀螺的章动），根据 （33. 5)，进行角速度为 


Q 


M 


nut 


( 1 ) 


在下一级近似中会出现 M 绕竖直方向的慢速进动（图 50) .为了求这种进 
动的角速度，我们将精确的运动方程 （ 34 . 3 ) 


dM 

ck 


K 


按章动周期平均.作用在陀螺上的重力矩等于 K = juln 3 x g ， 其中 n 3 是沿陀螺 
轴方向的单位矢量.很显然，由对称性， K 按“章动锥”平均的结果是将矢量 n 3 
替换为其在 M 方向的投影 cosaM / M ( a 是 M 与陀螺轴之间的夹角）.于是得方 


程 


cos a 


M 8 


x M . 


dM 

dt 
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图50 

这表明，矢量 M 以比 n nut 小得多的平均角速度 



( 2 ) 


绕 g 的方向（即竖直方向）进动. 

在我们所进行的近似中，公式 （1) 和 （2) 中的量 M 和 cos a 都是常数，尽管严 
格地说，它们不是精确的运动积分.在相同的准确度下，它们与严格的守恒量£ 


和剋 3 之间的关系为 

M 3 — Mcosa ， 



§36欧拉方程 


在§34中的运动方程是相对固定坐标 系的： 在方程 （34.1) 和 （34.3) 中的导 
数 dP / ck 和 dM/dt 是矢量 P 和 M 相对这个坐标系的变化率.但是，刚体转动 
角动量 M 的分量与角速度分量之间的关系，在以惯量主轴为坐标轴的动坐标 
系中更简单.为了利用这个关系，必须先将运动方程变换到相对动坐标系 A ， 
x 2 , 表的形式. 

设 dA / ck 是任意矢量 A 相对固定坐标系的变化率.如果矢量 A 相对动坐 
标系不变化，则它相对固定坐标系的变化率只是由转动引起的，于是 


dA 

dt 


Qx A 


参见§9,其中已指出公式 (9.1) 和 （9.2) 等对任意矢量都成立.一般情况下，这个 
等式右端也应该加人矢量 A 相对动坐标系的变化率，我们记这个变化率为 
A' A /dt ，可得 


dA 


= ^ + A . 
dt 


(36-1) 



，欧拉方程变为 




dOx 

Is — I2 




dt + 

h 

^2 

^3 ~ 

= 0 ， 

6.0,2 

h~h 





h 


^1 : 

= 0, 

difi 3 

12 1\ 




ck + 

h 

^1 

1^2 二 

二 0. 


其中引入了常量 
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I ，- L 

co = 0 3 — j — . (36.6) 

将第2个方程乘以 i 加上第1个方程，得 

ill + \ 0 > 2 ) 二 i ⑴， 

♦ 

由此得 

仏+取二 Ae “， 

其中 A 为常数，只要选取适当的时间起始点，就可以使 A 为实数，那么 

/^ sAcosa ^， O2 ~ Asina >^ . (36.7) 

这个结果表明，角速度在垂直陀螺对称轴的平面上的分量的大小为常量 

(/^[ T ^ = A )， 并且该分量以角速度 o ) 旋转.由于在陀螺轴上的投影也 
是常量，故可以断定矢量的大小不变，并以角速度⑷绕陀螺轴匀速旋转.由 
于 M 和的分量之间的关系为 Mi = I 1 0 1 , M 2 = I 2 0 2 , M 3 = 1 31 0 3 ，显然，角动 
量矢量 M 相对于陀螺的对称轴也作类似的运动. 

这里所得的结果本质上是§ 33和§ 35中相对固定坐标系研究结果的另一 
种表示.特别地，角动量矢量 M (沿图48中的 Z 轴方向）绕： r 3 轴转动的角速度 


用欧拉角表示时等于角速度利用方程 (35.4) 有 


或者有 


• A/[ cos 0 # / 1 1 \ 

0 二 J - (pcosd = M cosO^-Yj 


这与 （36.6) —致. 


+ n 斤 


§37非对称陀螺 


我们利用欧拉方程研究更复杂的问题，即研究3个主转动惯量各不相等的 

非对称陀螺的自由转动.为确定起见，假定 

1 3 >1 2 >1 1 . (37.1) 

我们早就知道欧拉方程的两个积分，分别由能量守恒定律和角动量守恒定 
律给出 

I\Oi + 7 2 »^2 + ^3 识二 2£， 

ijn 2 ^ i 2 2 n 2 2 -^ i 2 3 nj = m\ ( 37 . 2 ) 

其中能量£和角动量的大小 M 是给定常数.这两个等式可以用 M 的分量表 
示为 


§37 非对称陀螺 
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Ml M\ M\ 

i l 1 2 1 3 

M ? + M | + Mi = M 2 - 


(37.3) 

(37.4) 


由这些方程可以得出陀螺运动的一些特性.为此我们注意到，在以 M l9 
M 2 ， M 3 为轴的坐标系中，方程 (37.3) 和 （37.4) 分别是半轴为 

/2E7；, /2£T 2 , /2£f 3 



图51 

的椭球面方程和半径为 M 的球面方程.当矢量 M 相对陀螺的惯量轴移动时， 

應 

其端点沿着这两个曲面的交线运动.图51中画出了椭球与不同半径的球面的一 
系列这样的交线.交线存在的条件由显然成立的不等式给岀 

2£J 1 <M 2 <2EI 3 , (37.5) 


它表示球 (37.4) 的半径介于椭球 (37.3) 的长半轴和短半轴之间. 

我们研究（给定能量£时） M 的变化引起矢量 M 端点©的轨迹性质的变 
化.当 M 2 略大于 2 EL 时，球和椭球相交于橢球极点附近围绕^轴的两条很小 

的封闭曲线.当 M 2 -^2 Eh 时，两条曲线分别收缩到极点.随着 M 2 继续增大曲 

线扩大，当 M 2 = 2£/ 2 时，曲线变成两条平面曲线(椭圆），并相交于椭球在 


工2 


轴 


上的极点 . M 2 再继续增大，两条分离的封闭曲线重现，但这次是围绕： r 3 轴上的 

极点.当 M 2 —2 EJ 3 时，这两条曲线收缩到两个极点. 

首先应该指出，轨迹的封闭性意味着矢量 M 相对陀螺的运动是周期性的， 


①矢量打端点画出的相应曲线称为本体瞬心迹. 
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在一个周期内矢量 M 画出某条圆锥曲线并回到原来位置. 

其次，应该注意到，在椭球不同极点附近的轨迹的性质有本质的差别.在 A 
轴和 x 3 轴附近，轨迹完全位于相应的极点周围，但是，通过 x 2 轴上的极点附近 
的轨迹将远离这些极点.这种差别相应于陀螺绕3个惯量主轴转动有不同的稳 
定性.绕&轴和 x 3 轴(相应于陀螺3个转动惯量中的最小值和最大值）的转动 
是稳定的，即如果使陀螺偏离这些状态很小时，陀螺将继续在初始状态附近运 
动.然而，绕 x 2 轴的转动是不稳定的，即任意小的偏离都足以引起陀螺远离其 
初始位置的运动. 

为了确定的分量（或者正比于它们的 M 的分量）对时间的依赖关系，我 
们利用欧拉方程 (36.5) .利用方程 (37.2) 将和0 3 用 表示： 


n 


2 




[(2EI 3 - m 2 )- I 2 (I 3 - I 2 )n 2 2 ] 9 


n 


2 


[(m 2 -2ei 1 )~ i 2 (i 2 ~ i x )nj ] 9 


2 


13 (/ 3 - ii ) 


(37.6) 


并代入 (36.5) 的第二个方程，得 


dfl2 I3 _ I 

" d 7 = h 




1 


/ 2 / M3 


\[2EI,~M 2 )- 


I 2 (I 3 - i 2 )n 2 2 ][(M 2 -2Ei 1 )~ I 2 (I 2 - 


1/2 


(37.7) 


将这个方程分离变量并积分，得到用椭圆积分表示的函数.在化为标准形 
式时，为确定起见我们假设 


M 2 >2EI 2 

如果不等式反向，在下面的所有公式中对调下标1和3.我们用下列新变量替换 


t 和 D 


2 


T 



(I 3 -I 2 )(M 2 -2EI 1 ) 


II ^2^3 


S 


n 


2 



2EU — M 2 ， 


(37.8) 


并引进正参数 P <1 如下 


k 




(I 3 - I 2 )(M 2 -2EI 1 ) 


(37.9) 


于是有 


r 




s 


0 




7(1 - s 2 )(l - k 2 s 2 ) 


(选择时间起始点为 O 2 = 0 时刻）.反解这个积分可得雅可比椭圆函数 


s = snr , 


由此函数给岀对时间的依赖关系.根据等式 （37. 6)，函数和 n 3 U ) 可 
由的代数函数给岀.考虑到另外两个椭圆函数的定义 , 


cnr = V 1 _ sn 2 r , dnr = v 1 ~ 々 2 sn 2 r ， 

最后可得下面公式： 



(37.10) 



函数 (37.10) 是周期的，对变量 r 的周期为 4 K ， 其中 K 是第一类完全椭圆 
积分： 



(37.11) 


因而对时间 z 的周期为 



(37.12) 


经过这段时间 了之后 ，相对于陀螺的轴而言，矢量公回到原位置.然而相对固 
定坐标系，陀螺自身并不会回到原位置，见下文. 

当 L = J 2 时，公式 （37.10) 当然退化为§ 36得到的对称陀螺的公式.事实 


上，当1 2 时，参数橢圆函数退化为三角函数 


snr—sinr, cnr—cosr, dnr—1, 、 

于是公式 (37.10) 就变回到公式 (36.7). 

当 M 2 = 2EJ 3 时有 = const, 即矢量方向总是沿着对称 

轴 z 3 , 这相应于陀螺绕 x 3 轴匀速转动.类似地，当 M 2 = 2£/ i 时（这时 r =0)， 陀 
螺绕：^轴匀速转动. 

下面我们研究陀螺在空间中的绝对运动，即相对于固定坐标系 X ， Y ， Z 的 
运动.为此我们利用陀螺轴和坐标轴 X ， Y ， Z 之间的欧拉角心 心心 
并选取固定的 Z 轴沿着常矢量 M 的方向.由于方向 Z 相对以，：1： 2 ，：1： 3 轴的极角 
和方位角分别等于0和 tt /2 - 0( 参见§ 35中的脚注），则取矢量 M 沿 ， j ：2, 工3 
轴的分量可得 Msindsirup = M x = 

Msmdcosip — M 2 — ^2^2 ? (37.13) 


由此得 


^/Icosd — A^3 二 Z 3 O 3 • 



(37.14) 


擊 
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利用公式 (37.10) 得 


cos 6 



/ 3 ( M 2 -2£ J 1 ) 


dnr, 


tan 0 



( ^3 ~ D cnr 

I2U3 - I1 ) ‘， 


(37.15) 


由此获得角 0 和 0 对时间的依赖关系，与矢量 《 的分量一样，它们是时间的周 
期为 (37.12) 的周期函数. 

在公式 (37.13) 中没有角心为了计算这个角，需要利用公式(35.1)，该公式 
用欧拉角对时间的导数表示公的分量.从等式 




Oi = ;sin 沒 sin# + dcosip , 




0 2 = ^psindcos(/j — dsirup ， 


消去 L 可得 


9 


Oisirup + fl 2 cosip 
sind 


然后利用公式 (37.13)， 可得 


dcp 

dt 


M 


i1 2 ^ 


2 

2 


+ i 2 2 n 


2 

2 


(37.16) 


由此可通过积分来确定函数 pU )， 但被积表达式以复杂的方式涉及椭圆函数. 
经过一系列复杂的变换，可以将这个积分表示为@-函数，我们这里不进行具 
体计算仅给出最后结果 .© 


函数(除了任意的可加常数外）可以写成下面两项之和 


+ %(《）， 


(37.17) 


由下式给岀 


e 


2 \( p . ( t ) _ 


汐 01 (2t /T — ia) 
d 01 (2t/T + ia) J 


(37.18) 


其中是 0 -函数， 《 是实常数，并由下式 确定: 


sn(i*2aK) 



J 3 ( M 2 -2£/ 1 ) 

l ^ EU - M 2 ) 


(37.19) 


( K 和了由公式 (37.11) 和 (37.12) 给岀 ）.（37.18) 右端是周期为 T /2 的周期函 
数，因此外 U ) 在时间： T 内变化 2 tt . (37.17) 中的由下面公式 给出： 


①参见： E. T. ymreKep. AHajiHTHMecKaH AHHaMMKa. — M •: OHTH, 1937. Whittaker E T. A Treatise 
on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies ， 4th ed，Chapter VI. Dover，New York ， 1944. 


⑴ -2k 


， 


丄二 丄 

T ’ 2 tcIi tcT i ^ Qi ( ia ) 


(37.20) 


这个函数在时间了/内增加 2 tt . 

可见，^是两个周期函数之和，并且一个的周期（: T ) 与角0和0的变化周期 
相同，另一个的周期（: n 与前一个是无公度的.这种无公度性导致陀螺永远不 
可能精确地回到它的初始位置. 


习 


题 


习题1 试求陀螺绕惯量主轴 x 3 (或 Xi ) 附近轴的自由转动. 

解：设 轴靠近 M 的方向.那么分量 Mi 和 M 2 是小量，而 M 3 义 M (精确 
到一阶小量）.在相同的精度下，欧拉方程 （36.5) 的前两个可写为 


dM 


i-fjn 0 M 2 


dM 2 


h _ 


1 OaM 


这里我们引入了记号 D G = M / J 3 •我们来求 M 1? M 2 的正比于的解，对于频 
率可得 


n 


-i 


h 


— 1 


( l ) 


对于 MniV ^ ，我们有 


iVTi = Kdcz 


5 

h 


—1 coscot y Mo — Ma 


Z 7 I 


lsinW ， 


⑵ 


其中 a 是任意的小 常数. 矢量 M 相对陀螺的运动由这些公式确定，在图51中 
矢量 M 的端点（以频率 co ) 绕着 x 3 轴上的极点画出小椭圆. 

为了确定陀螺在空间中的绝对运动，我们来求其欧拉角.在现在的情况下， 
x 3 轴和 Z 轴（沿 M 的方向）之间的夹角0是小量，根据公式 （37.14) 有 


tan 0 


M x 

w 2 . 


沪〜 2(1- COS 0)=2(1 -券 




M \^ M \ 


M 


将 (2) 代入，得 


tan 4 


hih - h ) 

hih - h ) 


cot cot , 


e 2 


h 


1 \ cos 2 cot + ( ~ 1 ) sin 2 cot . 


(3) 


为了计算角心我们注意到，根据 （35.1) 中的第 3 个方程，当0 <<1 时有 




所以 
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/ 


Cp — _ ip 

(略去了任意积分常数）. 

如果直接观察陀螺3个惯性主轴方向的变化（沿着这些轴的单位矢量为 
， w 2 ， w 3 ) ，可以获得陀螺运动性质的更清晰的理解.矢量心和在平面 XY 

内以频率 •(!(） 匀速转动，同时以频率 co 沿着横向作微振动，这些振动由这两个单 
位矢量的 Z 方向分量确定，对这些分量有 

Mi 

771 产百二 a 



—1 cos cot 


n lZ ^ 


M2 

w 




— lsincoZ • 


在相同的精度下，对于矢量有 

n 3X ^ ^ sm( p y n 3 Y^ ~ dcoscp ， 72 3Z ^1 

( n 3 的方向相对 X ， Y ， Z 轴的极角和方位角等于沒和 p - Tt /2, 参见第§35的脚 
注）.进而有（利用公式 （37.13)): 

n^x ~ dsin(f}Qt ~ <p) — dsmOQtcosip — dcosOotsimp 


或者最后得 


类似地， 


M 2 Mi 

= ^rsmrv ~^^osO 0 t 



— IcosiQq Zcosct^ ， 



cos [(O 0 + ( JL >) t ] + 



cos[ ( Oq ~ oj) t 



sin[ ( Qq + a;) 乙 ]+ 



由此可知，矢量 n 3 的运动是以频率 （Go ±0>)绕 Z 轴的两个转动的叠加. 

习题2 试求 M 2 = 2 EI 2 情况下陀螺的自由转动. 

解：在图51上，这种情况相应于矢量 M 的端点沿着过轴上极点的曲线 
运动. 


方程 （37.7) 和 （37.8) 变为如下 形式: 




§38 刚体的接触 
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ds 1 2 h)(h~ n ^2 

石 =1 — 5 ， r = w TJl 〜， s = 瓦， 

其中引入了记号= M / I 2 = 2 E / M , 积分这个方程，然后利用公式 （37. 6)， 
可得 、 




coshr 


O2 ~ Ootanhr ， 


( 1 ) 


^3 


il 0 


hih-h) 1 

J 3 ( I 3 _ ^ l ) coshr 



为了确定陀螺的绝对运动，我们引入欧拉角，定义0为 Z 轴 （ M 的方向）与 
陀螺惯量主轴 * r 2 ( 不是正文中的： c 3 ) 之间的夬角.在给出矢量 X 2 的分量与欧拉 
角关系的公式 （37.14) 和 （37.16) 中，将下标循环置换 123—312. 然后将 （1) 式代 

4 

入这些公式，可得 


cos d = tanhr ， 


( p — Q^t + const , 



由所得公式可知，当 oo 时，矢量; Q 渐近地趋于工 2 轴，同时轴渐近地 
趋于固定轴 


§38刚体的接触 

由运动方程 (34.1) 和 （34.3) 可知，刚体平衡条件是作用在刚体上的总力和 
总力矩等 于零： 

F = 2/=0, K = 2 r x /-0. (38.1) 

这里的求和是对作用在刚体上的所有外力，而 r 是力的作用点的径矢.这时定 
义力矩的点（坐标原点）可以任意 选择： 因为当 F = 0 时， K 的值不依赖于这个点 
的选择(参见 (34.5)). 

如果我们研究两个相互接触的刚体系统，则平衡条件 （38.1) 应该对每个刚 
体成立.这时外力应该包括作用在给定刚体上的其它与之接触的刚体的作用力. 
这些作用在刚体接触点上的力称为反作用力.显然，任意两个刚体的相互反作用 
力大小相等方向相反. 

一般情况下，确定反作用力的大小和方向，需要联立求解所有刚体的平衡方 
程组 (38.1) .然而，在某些情况下，反作用力的方向可以由问题的条件直接给出. 
例如，如果两个刚体可以沿着接触面相互自由滑动，则反作用力的方向沿着接触 
面的法线. 
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如果两个接触刚体相对运动，则除了反作用力，还会出现摩擦力这样的耗散 
力, 

接触的刚体有两种可能类型的相对运动 r 滑动和滚动.在滑动时反作用力垂 
直于接触面，而摩擦力则与接触面相切. 

纯滚动的特点是在接触点各刚体没有相对运动，换句话说，在每个瞬间，滚 
动刚体的接触点就如同被固定一样.这时反作用力的方向是任意的，即不一定垂 
直接触面.滚动摩擦力以附加力矩的形式阻碍滚动. 

如果滑动摩擦力足够小，可以忽略，则称刚体接触面绝对光滑.反之，如果接 
触面的性质决定刚体只能作无滑动的纯滚动，而滚动摩擦力可以忽略，则称接触 
面绝对粗糙. 

在这两种情况下，摩擦力不明显地出现在刚体运动问题中，因此问题是纯力 
学的.如果摩擦力的性质在确定运动时起着非常重要的作用，则该运动不是纯力 
学过程（参见 §25). 

两个刚体的接触使它们的自由度比自由运动时有所减少.到目前为止，在讨 
论这样的问题时，我们通过使用直接对应于实际自由度数的坐标考虑了这种自 
由度的减少.然而，对于刚体的滚动，可能不能作这样一种坐标的选择. 

对滚动刚体的运动所施加的条件是两个刚体上接触点速度相等.例如，刚体 
沿固定表面滚动时，接触点速度应该等于零.一般情况下，这个条件可表示为下 
列形式的约束方程 


ZjC ai q t = 0， （38.2) 

i 

其中^只是坐标的函数(下标 a 是约束方程的编号）.如果这些方程的左边不是 
坐标的某些函数对时间的全导数，则这些方程是不可积的.换句话说，这些方程 
不能转化为仅仅是一些坐标之间的关系式，利用这些关系式，可以用与实际自由 
度数相应的较少坐标来描述刚体的位置.这样的约束称为非完整约束，与仅在坐 
标之间施加关系的完整约束相反. 

例如，我们研究球沿着平面的滚动.如通常那样，我们用 V 表示平动速度 
(即球心的速度），用表示球转动角速度.如果在一般公式 t ; = V +£2 x r 中令 
r = ~ an(a 为球的半径， n 为平面在接触点的法向单位矢量），则可得球与平面 
接触点的速度.我们要求的约束是在接触点没有滑动的条件，即由下面方程给出 
的条件 


V - a(Q x n) =0. (38.3) 

这个方程不 可积： 虽然速度 V 是球心径矢对时间的全导数，但角速度一般情况 
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下不是某个坐标对时间的全导数.因此， （38.3) 是、# 完整约束 ®. 

由于非完整约束的方程不能用来减少坐标数，所以存在这样的约束就必须 
使用非全部独立的坐标.为了导岀相应的拉格朗日方程，我们重新回到最小作用 
量原理. ’ 

存在形式为 （38.2) 的约束对坐标变分的可能取值附加了某些限制.就是说， 
在该方程两边乘以心，我们可以发现变分不是独立的，它们满足关系式 

^^ c ai 8 q t 二 0. (38.4) 


在对作用量变分时必须考虑这个关系式.根据求条件极值的拉格朗日方法，应该 
给作用量变分 


一 IdL d 9L \ 

8S = \ d~t 

的被积函数加上方程 (38.4) 的左边与不定乘子 A a (坐标的函数）相乘以后的表 
达式，然后令积分等于零.这时可以认为所有变分8%是完全独立的，可得方程 


d 9L 3L 


dt 3 q t 


d 


Q 




c 


at 


(38.5) 


t 


a 


该方程与约束方程 (38.2) —起构成了未知量 q t , A a 的完备方程组. 

在上述方法中不出现反作用力，刚体的接触完全反映在约束方程中.然而， 
另有一种建立接触刚体运动方程的方法，反作用力明显地出现在方程中.这种方 
法(有时也称 达朗贝尔原理） 的实质是对接触刚体中的每一个写出方程 


dP 


2/， 


dM 

ck 


2 r x /， 


(38.6) 


其中在作用力 / 中包括反作用力，这些反作用力起初是未知的，在求解运动方 
程时与刚体的运动一起被确定.这种方法对完整约束和非完整约束同样适用. 


习 题 

习题1均质球在力 F 和力矩 K 作用下，沿着平面滚动，试利用达朗贝尔 
原理求运动方程. 

解： 在正文中已经写出约束方程 （38.3) .在平面和球的接触点的反作用力用 
R 表示，则方程 （38.6) 具有 形式： 

A V 

" 石 = F+1 ?， (1) 


①应该指出，对于圆柱的滚动，这样的约束是完整的.这时滚动中转动轴的方向在空间保持不变， 
所以 D = dp / ck 是圆柱绕自身轴的转角 p 对时间的全导数.这时关系式 （38.3) 可积，给出质心坐标与 p 
之间的关系. 
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—a(nXlO (2) 

cU 

(这里考虑了 P = juV 以及对于球形陀螺 M = Jf 2) .将约束方程 （38.3) 对时间求 
导，得 * 


參 




V = a(Q x n). 


代入方程 （1) 并与方程 （2) 联立消去公，可得方程 


(F+R) = KXn-aR^ an (n % R). 




afi 


这个方程建立了 r 9 f 和 K 之间的关系.将这个方程写成分量形式并代入 
(2/5)/^ 2 (参见§32习题2的 b )， 得 


R 


X 




2 

7 


F ” R 


y 


―士 


2 


7 


F R = - F 

x y ^ xv z 上 z 


(这里将滚动平面取为：平面）.最后，将这些表达式代入方程（1)，可得仅包含 
给定外力和力矩的运动方程 


dV 


df 7 jot 




a 






a 


利用约束方程 （38.3)， 可以将角速度的分量 ，^用 表示，而对于 n 
有方程 


2 2 

~di 


K 


z 


这是方程 （2) 的 2： 方向分量. 

习题2 重为 P 长为 Z 的均质杆 BD 靠在墙上，如 
图52所示，其下端 B 用绳 AB 固定.试求支撑点的反作 
用力和绳的张力. 

解：杆 的重量可以用作用在杆中点的竖直向下的 
力 P 表示.反作用力 R B ， R C 的方向分别竖直向上和垂 
直于杆，绳张力丁的方向是从 B 指向 A . 解平衡方程 


可得 


R 


c 


^sin2a 

Ah 


Rq — P — Resina y T = Rccosa . 


习题 3 重为 P 的杆 AB 以两个端点分别靠在水 
平面和竖直面上，并用两条水平绳 AD 和 BC 拉着固定 
在适当的位置上，绳 BC 与杆 AB 位于同一个竖直面内 
(图 53) .试求支撑点的反作用力和绳的张力. 



A V//////////////A 


图 52 


解 ：张力 T a ， T b 的方向分别从 A 到 D 和从 B 到 C . 反作用力 R a , R b 分别 
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垂直相应的平面.解平衡方程得 

P 

Rb 二 P ， Tb 二 ~^cota , 

R a = T B sin/3, T a - T B cos/3. 

习题 4 两根长为 Z 重量可以忽略的杆上面以铰链相连，下面用绳连接（图 
54) .杆立于一平面上，在一根杆的中点作用一个力 F . 试求反作用力. 

解： 作用在 A 点的张力从 A 指向 B ， 而作用在 B 点的张力从 B 指向在 
A 点和 B 点的反作用力和垂直于支撑平面.用表示铰链作用在 AC 
杆上的反作用力，则铰链作用在 BC 杆上的反作用力为-尺 c . 根据平衡条件，作 
用在 BC 杆上的力 只…丁， ~ R C 的力矩之和等于零，由此可知矢量 Re 的方向沿 
着 J 3 C . 再利用其它平衡条件（对两根杆分别列出），可得 

3 F 

Ra^jF. R b = j ， 


R 


F 

4 sina ’ 


T = ~r Fcota 


其中 《 是角 ZCAB . 

§39 非惯性参考系中的运动 

到现在为止，我们总是相对惯性参考系研究力 
学系统的运动.例如，对于在外场中的单个质点，仅 
在惯性参考系中才有拉格朗日函数 

mVn , 、 

L 0 = -^- U , (39.1) 

和相应的运动方程 



图54 
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dv 0 _ dU 

m 1i~ ~ a7 

(我们在本节用下标 o 表示在惯性参考系中的物理量）. 

现在我们研究在非惯性参考系中质点运动方程将具有的形式.解决这个问 
题的出发点仍是最小作用量原理，它的适用性不受参考系选择的限制，同时，拉 
格朗日方程 


d 乙 dv dr 


(39.2) 


也同样有效.但拉格朗日函数已经不是 （39.1) 的形式，为了求得它，需要对函数 
L 0 进行必要的变换. 

我们分两步进行这个变换.我们首先研究以平动速度 VU ) 相对惯性参考 
系 K q 运动的参考系 K 7 .质点相对参考系 K Q 和 1 C 的速度 t ; Q 和 t / 之间的关系为 

t ; 0 = V { t ). (39.3) 

将这个等式代入 (39.1) ，可得在参考系 C 中的拉格朗日函数 

L' = ^~+mv、V + Av 2 -U. 


但 v 2 U ) 是时间的给定函数，可以当作某个函数对时间的全导数，所以上式中第 
3项可以略去.其次， t / = drVck ， 其中 〆 是质点在参考系 C 中的径矢，所以有 

mV {t) m v — mV * = mV * r') — mr 、. 

dt dt dt 


代人拉格朗日函数并略去对时间的全导数项，最后可得 

^2 

1/ = ^^- •，-卩， (39.4) 

其中 W = dV/dt 是参考系 K /的 平动加速度. 

利用 （39.4) 可得拉格朗日方程 

m ^ - mW ( t ). (39.5) 

cU or 


可见，参考系的加速平动对质点运动方程的影响，等价于施加一个均勻力 
场，质点在该场内受到的力等于质点的质量乘以加速度 W ， 且方向与加速度相 
反. 

下面我们再引进另外一个参考系 K ， 与 C 有共同的原点，但是以角速度 
n( 0相对于 K / 转动，于是相对惯性参考系 k q ，参考系 k 既平动又转动. 

质点相对参考系 K / 的速度 t / 等于相对参考系 K 的速度 t ; 加上随同参考系 
K 转动的速度 

v — v + 12 x r 

(因为质点在参考系 K 和 K /中 的径矢 r 和 〆 相同）.将这个表达式代入拉格朗日 



函数 (39.4)， 可得 
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mv 


m v • ( iO X r ) + .O X r ) 2 ~ mW* r ~ JJ. 


(39.6) 


这是在任意参考系（未必是惯性系）中质点的拉格朗日函数的一般形式.我们注 
意到，参考系转动导致拉格朗日函数中出现一个特别的项，它对质点速度是线性 


的. 


为了计算拉格朗日方程中的导数，我们写出全微分 


dL 


m 


v a dv + mdv 9 (fi X r) + m v 9 (£2 X dr) ^ m(£2Xr) m (£2>< dr)- 


dU 


mW a dr — ^ — .dr = mv • dv + mdv • (X r) + 

or 

mdr*(v X £2) + m[(£2 X r) X £2~\ * dr — mW m dr 
合并包含 dt ; 和 dr 的项，可得 


dU 

dr 


•dr 


T H T Q T T 

—=mv + m(nx r ), —= m(v X £2) + m[(£2 X r ) X £2] ~ mW - 


d v 


dr 


dr 


将这些表达式代入 (39.2)， 可得所要求的方程 


m 


dv 

dt 


dU 

dr 


mW + m(r X £2) +2m(v Xf2) + m[f2x(rXf2)] 


(39.7) 


我们发现，因参考系转动产生的“惯性力”由 3 部分组成.力与非 
勻速转动有关，而其它两个部分即使在匀速转动时也存在.力 2 m ( t ; Xf 2) 称为 
科里奥利力 ，与以前研究的所有（非耗散）力不同，它依赖于质点的速度.力 
m [灯 X & X ^)] 称为离心力•它位于过 r 和12的平面上，垂直于转动轴 （gp 
方向），方向背离转动轴.离心力的大小等于 m ^ oQ 2 , 其中^是质点到转动轴的距 
离. 

我们现在考虑参考系没有平动加速度且勻速转动的特殊情况.在 （39.6) 和 
(39.7) 中令公 = const，W = 0, 可得拉格朗日函数 


L 


mv 


+ m 


以及运动方程 


v • (£2 X r) + X r) 2 - U 


(39.8) 


rW , att 

m ~ r ~ — — — — + 2m(v Xf2) + m[S2x(rXfi)~\ 


dt 


dr 


(39.9) 


我们计算这种情况下质点的能量.将 


9 L 


m v + m ( X r 


(39.10) 


代入 £ = p _ t ; - L ， 可得 
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£-^- y ( f 2 x r ) 2 + U . (39.11) 

应该注意，能量中没有速度的线性项.参考系的转动导致能量中岀现仅依赖于质 
点坐标且正比于速度平方的附加项.这个附加势能 - （ m /2 )(«x /0 2 称为离心 
势能. / 

质点相对匀速转动参考系的速度 t ； 与相对惯性参考系 Ko 的速度 t ； o 的关系 
为 

Vq — v + Q x r . (39.12) 

所以质点在参考系 K 中的动量 p (参见 （39.10)) 等于质点在惯性参考系 K Q 中 
的动量 p 0 ^ mv 0 . 同时相应的角动量 M = rXp 和 MosrXpe 也相等.但质点 

在参考系 K 和 K q 中的能量不同.由 （39.12) 求出 t ; 代入 (39. 11)，可得 

2 2 
mvc) / 、 mvo / 、 

E — - m Vq* (£2 X r) U — ^ + U ~ m(r X v 0 ) • Q. 

前两项是质点在惯性参考系 K q 中的能量 £ Q .在最后 一 项中代人角动量，可得 

£ = (39.13) 

这个公式确定了转换到匀速转动参考系时的能量的变换规律.虽然推导是对一个 
质点的情况进行的，但是可以直接推广到任意质点系，并得到相同的公式 (39.13). 

习 题 

习题1 试求地球自转（转动角速度很小）引起自由落体对竖直方向的偏 
移. 

解：在重力场中 U 二 — mg * r ， 其中 g 是重力加速度，在公式 （39.9) 中忽略 
包含的平方的离心力，可得运动方程 

v — 2 v xf 2 + g . (1) 

可用逐阶近似法求解这个方程.为此假设 t ； = + t ； 2 ，其中是方程 h = g 的 
解，即 = 炉 + t ； 0 ( 是初始速度）.将 D + %代入 （ 1 ) 并仅将留在右 
端，可得 t ； 2 的方程 

i 2 = 2 xf 2 = 2^( gxf 2) + 2 t ; 0 x fi . 

积分得 

2 3 

r=fo + t ; 0 ，+ 十 + +( gxf 2) + z 2 ( t ； () x 1 fi 0， (2) 

其中是质点的初始位置矢量. 

取 z 轴竖直向上， x 轴沿着经线指向极点，那么 

Sx~S y ~^^ Sz~ ~ g ^ ~ OcosA ， — O z = ilsinA ， 

其中 A 是纬度（为明确起见，假设为北纬）.在 （2) 中令 Vo =0, 得 
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0, 


代入下落时间 t 〜 V2h / g ， 最后得 


gOcos/i . 


0, 


2h \ 3/2 


gificosA 


y 值为负表示向东偏移. 


习题2 试求以初始速度 t；o 从地球表面向上抛出的质点的轨迹对平面的偏 


移. 


解 ：设初 始速度列位于心平面内，初始高度为 h =0. 由方程 (2)( 习题 1) 可得侧 


向偏移为 




或者，代入飞行时间，义■有 

4 t ； o . / 1 \ 

y = ~^^ v oA - J * 

习题3 试确定地球转动对单摆微振动的影响（傅科摆问题）. 

解：忽 略摆的竖直方向位移这个二阶小量，可以认为运动在水平的平面 
内.略去包含 ifi 2 的项，写出运动方程为 

x + co 2 x — 2Q Z y , 》• + a) 2 y — — 2Q Z x , 

其中为不考虑地球转动时摆的振动频率.将第二个方程乘以 i 加上第一个方 
程，可得关于复变量 f 二工+卜的单一方程 


冬 + 2i{2 z 6 + co 2 $ = 0. 

当 n z « cv 时这个方程的解有如下 形式： 

e = e ~^ t ( A 1 e icot + A 2 e ' ico£ ) 


或者 



其中函数 x 0 U)，：yoU ) 给出不考虑地球转动时单摆的轨迹.因此，地球转动的影 
响是使轨迹绕竖直方向以角速度仏转动. 
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§40 哈密顿方程 ® 


利用拉格朗日函数和由它导出的拉格朗日方程来表述力学规律，其先决条 
件是可以用广义坐标和广义速度来描述系统的力学状态.然而，这种描述是唯 
一可能的方式.利用广义坐标和广义动量来描述系统状态，具有一系列优点，特 
别是在研究某些力学普遍问题的时候.于是，这就产生了建立与此相应的运动方 
程的问题. 

通过数学上著名 的勒让德变换 ，可以从一组独立变量变换到另一组.在现在 
这种情况下，这个变换可概括如下. 

作为坐标和速度的函数的拉格朗日函数，其全微分等于 


dL = 2 

I 


9JL 

d q l 



dL 


d 


d 


q 


i 


①读者可能会发现下表是非常有用的，该表列出了本书中所用术语与其它英语文献中常用术语之 
间的某些差别. ^ 


本书 

其它文献 

最小作用量原理 

哈密顿原理 

莫培督原理 

j 最小作用量原理 
i 莫培督原理 

作用量 

哈密顿主函数 

简约作用量 

作用量 


英译本注 




§40 哈密顿方程 
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因为按定义导数 3 L /3 q t 是广义动量，又根据拉格朗日方程有 dL / dq { = iv ， 所 
以上面这个表达式可以写成 


dL = Yjp t dq t + Yip t d q t . 

v 

现在将 (40.1) 的第二项写成 

2 q t = p z qi) - Hq l dp l , 

% 

将全微分 d (2 A D 移到等式左端并改变符号，由 （40.1) 可得 


(40.1) 


d{Yipi q t ~ L ) 


Yipidq , + Yjq l dp i . 


微分的变量是用广义坐标和广义动量表示的系统的能量（参见§6)，称为 

系统的哈密顿函数 ' 

• ， 

L - 

H(p,q,t) = y^jpj 

. * 

I 

由其中独立变量为坐标和动量的微分等式 


dH 


_ • 

T^p l Aq i 


可以得出方程 


hi 


9 H 

巧， 


P 


1 


Pi Qt - ^ • 

(40.2) 

i 

f ^ q t dpi 

〆 

(40.3) 

_ dH 

d Qi * 

(40.4) 


这些就是用变量/>和 g 表示的所要求的运动方程，称为哈密顿方程.，它们 
是关于 2 s 个未知函数九 U ) 和％(〖）的 2 s 个一阶微分方程组，代替拉格朗日方 
法的 s 个二阶方程.由于这些方程的形式简单并且对称，也称之为正则方程. 


哈密顿函数对时间的全导数为 


dH dH ‘ ^9 H . 

— q 


dt d t 


d 




l 


l 




将方程 (40.4) 的 & 代入，上式后两项相互抵消，因此 

dH = 3 H 


(40.5) 


特别地，如果哈密顿函数不显含时间，则 dH / d 〖 = 0, 即得到能量守恒定律. 

除了动力学变量 g 乂或者拉格朗日函数和哈密顿函数还包含各种参 
数，这些参数与力学系统自身的性质或者作用于其上的外场有关.设 A 是这样 
的参数，我们将它看作变量，则代替表达式 (40.1) ，有 


dL = z^jpidq 


i 


2 Ad. |ydA , 


而 (40.3) 变为 


dH 


dL 


Tjpidq { + Yiq l dp i - 
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由此可得拉格朗日函数和哈密顿函数对参数 A 的偏导数之间的关系 



(40.6) 


导数的下标表示，在对 H 求 A 的偏导时是不变的，对 L 求 A 的偏导时 
是不变的. 


这个结果可以表示为另一种形式.设拉格朗日函数的形式为 L = Lo + I/， 
其中1/是对函数 L q 很小的修正.哈密顿函数 H=H 0 + JT 的相应附加项与1/ 
的关系为 


-(Lh (40.7) 

应该注意到，在从 (40.1) 到 （40.3) 的变换中，我们没有写岀带 ck 的项，即没 
有考虑拉格朗日函数可能显含时间的情况.这是因为在那里时间仅仅是一个参 
数，不参与所做的变换.类似于公式 (40. 6)，拉格朗日函数和哈密顿函数对时间 
的偏导数之间的关系为 



(40.8) 


习 



习题1 试求在笛卡儿坐标、柱坐标和球坐标下一个质点的哈密顿函数. 
答案： 在笛卡儿坐标下 

H ^Ym^ p2x + + + U(x 9 y,z). 


在柱坐标 r ， cp ， z 下 


H = 




+ U{r ,cp ,z). 


在球坐标 r ， d，cpT 

^ + U(r ，9，屮） • 

2m \ r L r z sin d I 

习题 2 试求质点在匀速转动参考系中的哈密顿函数. 
解：用 （39.10) 的动量 p 表示能量 （39.11) 中的速度 v , 有 

H=^~ n-(rx p) + U. 

I m 


习题 3 设有一个由质量为 M 的质点和 n 个质量为 m 的质点组成的系统， 
不考虑系统质心的运动，试求这个系统的哈密顿函数（参见§ 13习题）. 

解：在 § 13习题中得到的拉格朗日函数中，改变 U 前面的符号，可得能量 
£.广义动量为 



d(L - 

% 

pq ) = 

•」 • 1 丄 3 L j ^ . 3 L 

- pdq - qdp + + • d 6 • 

^ 3尽 


如果定义罗斯函数为 

_ 



— pq ~ L , 

(41.1) 

式中的速度以昔助方程 p 

- aL / a ^ 用广义动量 f 表示，则罗斯函数的微分为 

dR 

• 9 L 91 • 

--加⑽、'广 . 

(41.2) 

由此可得 

k : 

3R : dR 

~ dp 9 p ~ dq ， 

(41.3) 


9 L 

dR dL — dR 

(41.4) 


9$ ~ 

dr dT ae ' 
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可见，罗斯函数对于坐标 g 是哈密顿函数（方程 （41. 3))，对于坐标6是拉 
格朗日函数（方程 (41.5)). 

根据一般定义，系统的能量为 

p 3 t ;dL t _ . , ^ 9 JL T 
£ 二 q— + ?—-L = ^g + $—7~L. 

3q ae a? 

将 (41.1) 和 （41.4) 代入，能量可以用罗斯函数表示为 

E 二 R - ? — . (41.6) 

显然，我们得到的这些公式可以推广到有多个坐标 g 和6的情况. 

应用罗斯函数可能是非常方便的，特别是存在循环坐标的时候.如果 g 是 
循环坐标，则它不显含在拉格朗日函数中，因而不显含于罗斯函数，所以罗斯函 

数仅是变量的函数.而相应于循环坐标的广义动量^为常数（也可以从 
(41.3) 的第二个方程得岀，从这个意义上讲，方程 （41.3) 不能给出任何新的结 
果）.将^替换为给定常值后，方程 (41.5) 

_d_ 3R (p , $ y _ d R ( 户，冬， I) 

ck g - - 36 

成为仅包含坐标 6 的方程，循环坐标完全被消去.如果这些方程可以求解并得 
到函数？（〖），则将其代入方程 


• — d R (户，令， 6) 

q — J~p 

的右端，可以直接积分求出函数 q ( t ). 

习 题 


习题试消去循环坐标求在外力场 L / CpJ ) 中对称陀螺的罗斯函数，其 
中0， p ， 沒是欧拉角. 

解： 拉格朗日函数 

J / J 

L = + 合 2 sin 2 0) + ^( 0 + cpcosd ) 2 ~ U(cp , 6) 


(参见 §35 的习题 1). 罗斯函数为 




p \ 


/ 


21 


p . (pcosd — -^-( d 2 + ^) 2 sin 2 d ) + U ( cp ， d ) ， 


第一项是常数，可以略去. 


§ 42泊松括号 


设 /( p ， g ， d 是坐标、动量和时间的某个函数.它对时间的全导数为 



+ \ HJ \ - 0 . 

(42.3) 

! H ,/| = 0, 

(42.4) 


(42.12) 
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例如，在 (42.5) 中令 g =仏，就可以得到公式 (42. 11)，由于 

d( lk d( h n 

^ Pi 

这时求和只剩下一项•特别地，在 （42.11) 和 （42.12) 中令函数/等于％和丸， 
可得 。 

I Qt , qk I 二0 ， i p t , Pk I =0， \ p t , q k \ = (42.13) 

在 3 个函数组成的泊松括号之间，存在下面关系式 

\ fAgyh \\ -f \g Ah , f \ \ + \ h 9 \ fyg \\ - o , (42.14) 

我们称之为雅 可比恒等式. 

为了证明这个恒等式，我们首先注意到下面的结果.根据定义 (42. 5)，泊松 
括号 I /， 以是 /和 g 的一阶导数的双线性齐次函数.所以，例如，括号 UJ /， 
是/和 g 的二阶导数的线性齐次函数.因此等式 (42.14) 的整个左端是所有 
3个函数 f ， g ， h 的二阶导数的线性齐次函数.我们将含有/的二阶导数的项放 
在一起.第一个括号不含这样的项，因为它只涉及/的一阶导数.对第2和第3个 
括号之和，利用由 

D x ( cp ) = \g , cp \ , D 2 ( cp ) = \h ,cp \ , 

定义的线性微分算符 Di 和 D 2 可以将其以符号形式写为 

\g Ah , f \ \ + \ h Af yg \ \ = \g Ah , f \ \ - \h , \g ,f \ I 

= Di ( D 2 (/)) - D 2 { D x { f )) ' 

= ( D1D2 ~ D2D 1 ) f • 

容易看岀，这个线性微分算符的组合不可能包含 / 的二阶导数.事实上，线性微 
分算符的一般形式为 

x ' d x ' d 

Di = 2^k ^ d 2 = 2^Vk ， 

k o 工 k ^ o 工 k 

其中 5 k ， Vk 是变量 工1 ， 工 2 

D \ D 2 


D2DI 

它们之差 

是仅包含一阶导数的算符.于是，在 (42.14) 的左端，所有包含/的二阶导数的项 
相互抵消，对于 g 和&当然有相同的结论，于是整个表达式恒#于零. 

泊松括号的一个重要性质在于，如果/和 g 是两个运动积分，则它们构成的 


的任意函数.于是 


2 7^/ 


d 2 


叫 a 


kj 


3x k x L + 3x k d xi' 




泊松括号也是运动积分 


\fjg\ = const 


(42.15) 


这就是泊松定理. 

如果/和 g 不显含时间，这个造理的证明非常简单.在雅可比恒等式中令 
h 二 H ，得 

\fAg,H\\ + \gAHj\\ + \HAf,g\\ = 0. 

•由此可见，如果有丨二0和丨=0,则丨=0,于是结论得证. 
如果运动积分/和 g 显含时间，则依据 (42.1) 可以写出 

^1/^( = §j\fyg\ + \H,\f,g\ ! . 

利用公式 (42. 10)，借助雅可比恒等式将括号用另外两个括号代替， 
可得 

+ /，|f — \f,\g,H\ \ - \g,\H,f\\ 

=|f + \H,f\ ,g ■+ /,|^ + \H,g\ 

或者 

it {f ' g]= 僧 卜 |，，赛|， (42 - 16) 

由此显然可以证明一般情况下的泊松定理. 

当然，应用泊松定理，我们不是总能得到新的运动积分，因为仅有 2 s - 1个 
运动积分(其中 s 是自由度）.在某些情况下，我们可能得到平凡的结果，泊松括 
号为常数.在另外一些情况下，新得到的运动积分只不过是原来的运动积分/和 

g 的函数.然而，如果不是上述两种情况，则泊松括号给岀新的运动积分. 

% 


习 


题 


习题1 试求质点的动量 p 和角动量 M = rX p 的笛卡儿坐标分量组成的 


泊松括号. 


解：根 据公式 （42.12) 得 

M x ， p y = 


9 M 

•m 

3 y 


(yp 


zp y )= - 


和类似的两个公式 


S 9 Px 


0 ， 1 5 P 


Py 


其它的洎松括号可以通过下标的循环置换得到. 
习题2 试求角动量 M 的分量组成的.泊松括号. 

解 ：直接 由公式 （42.5) 计算得 
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i M x , M y \ = - M z9 \ M y , M z \ = - M x , I M z , M x | = - M y . 

因为不同质点的坐标和动量是相互独立的变量，所以在习题 1 和 2 中所得 
的公式对于任意质点系的总动量和总角动量也成立. 

习题3 试证 

\< p , M z ] = 0, 

其中 p 是质点坐标和动量的任意标量函数. 

证：标 量函数 p 只能以 r 2 ， p 2 ， r • p 的组合形式依赖于矢量 f 和 p 的分量.所 

以 

_ 9 d( P r 4 - dcp 

3 r d { r 2 ) d (p - r) P 

对也类似•利用这些偏微分公式，按公式 （42.5) 直接计算即可得要证的 
结论. 

习题4 试证 

I f y 1 = */* X W ， 

其中 / 是质点坐标和动量的矢量函数，而 It 是沿着 Z 方向的单位矢量. 

证：任意矢量 /( r ， p ) 可以写成 

/ = ^1 + P^2 + O X p)p 3 ， 

其中％，？2,灼是标量函数.利用公式 （42.9)、（42. 11)、 （42.12) 和习题3给出的 
公式，直接计算即可得要证的结论. 

§ 43 作为坐标函数的作用量 

在表述最小作用量原理时，我们研究过沿着两个给定位置 g (1) 和 〆 2) 之间 
轨道的积分 

S = \ t 2 Ldt , (43.1) 

其中 〆 U 和 g (2) 是在给定时刻 h 和~系统占据的位置.在对作用量变分时，我 
们比较有相同值 gUJ 和 q ( t 2 ) 的临近轨道的这个积分值.这些轨迹中只有一 
条对应真实运动，这就是积分 S 取极小值的轨道. 

下面我们从另一个角度考虑作用量这个概念.我们将 S 看作表征沿着真实轨 
迹运动的量，并比较有相同初始位置以巧）二 g ⑴但匕时刻通过不同位置的那些 
轨迹的 S 值.换句话说，我们将真实轨道的作用量积分看作积分上限中那些坐标的 
函数. 

从一条轨迹变到相邻的其它轨迹时，作用量产生的改变量由下面表达式给 
出（当有一个自由度 时）： 


43 作为坐标函数的作用量 
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SS 


9L 




3L _ ^ 9L 

d q dt d a 


8qdt 


因为实际运动轨道满足拉格朗日方程，故这个式子中积分等于零.在第一项假设 
在积分下限 SgUd = 0,而将 SgU 2 ) 简记为将 aL / a ^ 替换为/>，最后 可得: 



: p 8 q 或者在任意自由度的一般情况下写成 

X 

由此式可知，作用量对坐标的偏导数等于相应的动量 


(43.2) 


as 

d Qi 


Pi • 


(43.3) 


类似地，当我们考虑在给定时刻 q 从给定位置 9 (1) 岀发，在不同时刻~ ， 

终结于给定位置 g (2) 的轨迹时，可以将作用量看作时间的显函数.在这个意义下 
偏导数 as / 心可以通过相应积分的适当变分求得.但是，借助公式 (43. 3)，用下 
面的方法会更简单. 


根据作用量的定义，它沿着轨道对时间的全导数等于 


dS 

dt 


L. 


(43.4) 


从另一方面，在上述意义下将 S 看作坐标和时间的函数，利用公式 (43. 3)，有 


dS 

比较两个表达式，可得 


dS y ^ 3S . 


5 S 
3 1 


2 a ? 


as 

~dl 




或者 


as 

d t 


H. 


(43.5) 


公式 (43.3) 和 (43.5) 可以一起写成作用量的全微分的表达式 

dS = ^jpidq, - Hdt , 


(43.6) 


其中作用量看作 (43.1) 积分上限中坐标和时间的函数.下面假设不仅运动的终 
点而且初始点的坐标和时间都变化.显然， S 相应的变化将由表达式 （43.6) 在 
轨道两端点的差值给出，即 


dS = ^P { pdq { p - H ⑵ d〆 2 ) - + H ⑴ cU 


(l) 


(43.7) 


这个关系式表明，在运动过程中无论外部对系统的作用如何，运动的末态都 
不可能是初态的任意函数，只有 (43.7) 右端表达式是全微分的那些运动才是可能 
的.于是，存在与拉格朗日函数任何具体形式无关的最小作用量原理，给可能运动 
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的范围附加了一定的限制.特别是，对于从空间给定点发岀的粒子束，可以导岀许 
多不依赖于外场的一般性质.对于这些性质的研究是几何光学学科中的一个组成 

部分•① , 

♦ ' 

应该指出，如果将坐标和动量看作独立变分的变量，并依据 (42.6) 将作用 

t 

量写成积分形式 


S = 



(43.8) 


则可以由最小作用量原理从形式上推导出哈密顿方程.为简单起见，我们还是假 
设只有一个坐标（和一个动量），写出作用量的变分 


SS = 




8 pdq + pd 8 q - ~^8 qdt - ~^8 pdt 


d Q 


dp 


对第二项分部积分给出 


8 S 



9 H 

dp 


dt + p 8 q 




8 q dp 



在积分限上应该令 Sg = 0,这样被积分岀来的项就消去了.只有在被积函数分别 
等于零的条件下，剩下的表达式才能对任意独立的如和 Sp 都等于零.于是有 


dg 

除以&后可得哈密顿方程. 


9 H 

dp 


dt , 


dp 



dH 

d Q 


dt , 


§44 莫培督原理 

力学系统的运动完全由最小作用量原理 确定： 通过求解由该原理导出的运 
动方程，可以得到轨迹的形式以及在轨道上位置与时间的函数关系. 

如果我们限定仅确定运动轨迹而不涉及时间的问题，则可以为此建立最小 
作用量原理的更简单形式. 

假设拉格朗日函数不显含时间，因而哈密顿函数不显含时间，由此系统的能 
量守恒： 

H(p , q ) = E = const • 

根据最小作用量原理，对于给定的初态和末态的坐标和时间(记为~，〖），作用量 

变分等于零.然而，如果坐标的初值和终值保持不变，允许末状时间 f 变分，则有(参 
见 (43.7)) ' 

8 S =- H 8 t . (44.1) 

我们不比较系统所有的虚运动，而只是比较满足能量守恒定律的那些运动. 
对于这样的轨道，我们可以在 (44.1) 中将 H 代替为常数£，这给出 


① 参见本教程 《场 论》，第七章. 


(44.2) 


SS + E 8 t = 0. 

写出 （43.8) 形式的作用量并将 H 代替为常数 £ ，有 


^jpjdqj - E(t - 


(44.3) 


这个表示式中的第一项 


ZjPz^q 


(44.4) 


有时也称为 简约作用量. 

将 (44.3) 代入 (44. 2)，得 


dS 


(44.5) 


可见，相对于所有满足能量守恒定律且在任意时刻通过终点的轨道，简约作用量 
有极小值.为了利用这个变分原理，必须预先用坐标 g 及其微分 dg 表示出动量 
和 (44.4) 所有被积函数.为此需要利用动量的定义式 


I 


丄 L ( q ，空 


d k 


dz 


(44.6) 




以及能量守恒方程 


Eg ， 


dq 

dt 


E 


(44.7) 


利用公式 (44.7) ，用坐标 g 及其微分 dg 表示 ck 并代入公式 (44.6) ，那么我们就 
得用坐标 g 及其微分 dg 表示的动量，并且以能量£作为参数.这样得到的变分 
原理可以确定系统的轨道，这^个原理通常称为 莫培督原理， 尽管它的精确表述由 
欧拉和拉格朗日给出. 

当拉格朗日函数为常用形式 (5. 5)，即动能与势能之差 

L = -J ^ a tk ( q ) kAk - U ( q ) ， 

l , k 

时，我们可以显式地进行上述各量的计算.这时动量为 


9 L 
d h - 


/Aik ( q ) kk ， 


k 


而能量为 


E = ~ 2 ^ ja ik ( q ) q t q k + U ( q ). 


由上式可得 


d ， 


^ik ^Q[i ^Qk 

2( E - U ) 9 


(44.8) 


将这个表达式代入 


YjpAqi 二 z] a 


dt 


d %， 
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可得简约作用量为 





特别地，对于一个质点，动能为 


rj , _ m (dl \ 2 

其中 m 为质点的质量，而 dZ 是轨道的微元，确定轨道的变分原理为 



m (E - U)dl 


= 0 , 


(44.9) 


(44.10) 


其中的积分是空间中两个给定点之间的积分.这个形式由雅可比提岀. 
对于质点的自由运动， (7 二 0,(44.10) 给出平凡结果 









即质点沿着两给定点之间的最短路径，即直线运动. 

我们再回到作用量表达式 (44. 3)，这次对参数£ 变分: 

9 S 0 / 、 

SS - - (t - t 0 )8 E - E 8 t . 

将此式代入 (44.2)， 得 


3So 

dE 


t — t Q . 


对于形式为 （44.9) 的简约作用量，这个等式变为 

蜃 

. V 2( E - U ) 1 — ’0. 

这正是方程 (44.8) 的积分.它与轨道方程一起完全确定系统的运动. 


(44.11) 


(44.12) 


习 



习题试由变分原理 （44.10) 推导出轨道的微分方程. 
解 ：进行 变分有 


VE - Udl 




dU 

dr 


Sr 


_ 


2 VE - U 


dl - VE - U 


dr 

dZ 




dSr 


在第二项中考虑到 dZ 2 = dr 2 ，因此 d / dS / = dr - dSr . 将这一项分部积分然后令 
被积函数中 Sr 的系数等于零，得轨道的微分方程 


计算方程左端的导数并引入力 F 二 -3 L 7/ a r ， 可将方程写成 

d 2 r = F ~( F ^ t)t 
d ?~ 2( E — U ) ， 



其中 t - dr/dl 是轨道切向单位矢量，而差 F ~( F ^ t)t 是力在轨道法线方向的 
分量 . 由微分几何可知，导数 d 2 r / d / 2 = d(/dZ 等于 n / R ，其中为轨道的曲 
率半径，而 n 是轨道主法线方向单位矢量.将 E - L 7 替换为 m ^ 2 /2, 得 

脚 2 p 

n j = R ， 

这与所熟悉的曲线运动中的法向加速度公式相符. 


§45正则变换 


广义坐标 g 的选择不受任何条件的限制，它们可以是任意单值确定系统在 
空间中位置的 s 个量.拉格朗日方程 (2.6) 的形式不依赖于这种选择，在这个意 
义下，可以说拉格朗日方程对于从广义坐标 Ql ， g 2 ，…到任何另外的独立变量 
Qi ， Q 2 ，…的变换具有不变性.新坐标 Q 是老坐标 g 的函数，并且可以假定它们 


显含时间，即有形式为 


Q t ^ Q t ( q , 


(45.1) 


的变换（有时称为点变换）. 

由于拉格朗日方程在变换 (4.5.1) 下不变，所以哈密顿方程 （40.4) 也保持不 
变 4 然而，哈密顿方程实际上允许更广范围的变换.自然这是因为在哈密顿方法 
中动量^与坐标 g 都是平等的独立变量.所以，变换可以推广到包括从 2 s 个独 
立变量声和 g 到新变量 P 和 Q 的变换，即 

Q t = Qi ( p , q , t ) , P i = P l ( plq ^ t ). (45.2) 

对这种可能变换的类型的扩大是力学的哈密顿方法的重要优点之一. 

然而，并不是在形如 （45.2) 的所有变换下，运动方程均保持它们的正则形 
式.下面我们研究变换满足什么条件，才可以使用变量 P ， Q 表示的运动方程具 
有如下 形式： 


Q 


t 




p 


t 


djr_ 


(45.3) 


其中是某个哈密顿函数.在这些变换中有一类特别重要的变换，称之 

为正则变换. 

可用如下步骤得到正则变换的公式.在§43结尾处已经证明，哈密顿方程 
可以由下面形式的最小作用量原理 推得： 


( y ^ jp.dqi - Hdt 


(45.4) 


其中对所有坐标和动量独立地进行变分.如果新变量 P 和 Q 也满足哈密顿方 
程，则下面的最小作用量原理也必须 成立： 


(2^dQ z - H^t 


0. 


i 


(45.5) 
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如果 (45.4) 和 (45.5) 的被积函数仅相差关于坐标、动量和时间的某个函数 F 的 
全微分，则两种形式当然是等价的，这时两个积分之差为在变分时不起作用的常 
数（即 F 在两个积分限的值之差）.因此，我们将取关系 

YMl - Hck = - fTck 十 cLF . 


满足这个条件的变换称为正则 变换①. 每一个正则变换均由称之为变换的母函 
数这个特定函数 F 来表征. ' 

将所得关系式写成 

dF - — 2> z dQ z + (fT - H ) dt , (45.6) 


可以看出， 


Pr 二 


dF _ 

d Qz 


P 


dF 

3Q t ^ 


H 7 = H 


9 F 

d t 


(45.7) 


这里假设母函数是新、老坐标（和时间）的给定 函数 ： F 二 FU ， Q ，〖）. 当函数 F 
已知时，公式 （45.7) 给出了老变量（户， g ) 和新变量 （ P ， Q ) 的关系，同时还给出 
新的哈密顿函数. 

不用变量 g ， Q 表示母函数，而是用老坐标 g 和新动量 P 表示母函数，可能 
会更方便.为了推导这种情况下的正则变换公式，需要在关系式 (45.6) 中进行合 
适的勒让德变换，将关系式重写为 


d ( F + 2> A )= 2>也 + ㈤ _ H ) dt , 

i ' i i 

等式左端微分号后面表达式是用变量9,户表示的，是新的母函数.用 

表示这个母函数，于是有② 



d ① 

3 q t ’ 


Q 


d ① 

dp . 


= H 


3① 
9 1 


(45.8) 


类似地，可以得到由依赖于变量 ， Q 或者的母函数生成的正则变换公式. 

应该指岀，新老哈密顿函数之间的关系总具有相同的形式，即母函数对时间 
的偏导数给岀它们的差特别地，如果母函数不显含时间，则矿=仏即 
为得到新的哈密顿函数，只需要将用新变量 P ， Q 表示的替换 H 中的 

正则变换的广泛性，在很大程度上使哈密顿方法中广义坐标和广义动量的 


① 除了正则变换， （45.4) 和 （45.5) 的被积函数相差常数因子的变换也保持运动方程的正则形式. 
例如下面形式的变换七二邛^口广心“二^^^其中^为任意常数. 

② 应该指出，由母函数 

①=人 q ， t 、 P , - 

I 

( L 为任意函数)得到的变换，使新坐标仅由老坐标（不是动量） 表示： = 这是点变换，自然是正 

则变换的特殊情况. 
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概念丧失其原始含义.由于变换 （45.2) 将变量 PM 中每一个都同坐标 g 和动 
量声联系在一起，所以变量 Q 不再是纯粹的空间坐标 . Q 和 P 两者之间的区别 
本质上仅在于名称的不同.这是很明显的，例如，变换 Q 2 = p t , P l = - q t ® 很明 
显并不影响方程的正则形式，只是简单地将坐标和动量互换. 

考虑到命名的任意性，变量 ^ 和 g 在哈密顿方法中经常被简称为正 则共扼 
变量. ' 

联系这些正则共轭变量的条件可以用泊松括号表示.为此我们先证明一个 
关于泊松括号相对正则变换不变的普遍定理. • 

设|/4丨；^是/和 g 的泊松括号，其中微分运算是相对变量 P ， q 的，而 
1/，€^，0是相对于变量尸，0微分的泊松括号.于是有 

\ f ^ g \ p , q ~ \ f ^ g \ p , q - (45.9) 

这个关系式的正确性可以利用正则变换公式直接计算得到.但是，也可以通过下 
面的论证而不必计算来证实. 

首先可以看岀，在正则变换 (45.7) 或者 （45.8) 中，时间以参数形式出现.因 
此，如果我们证明定理 (45.9) 对于不显含时间的量成立，则对一般情况也成立. 
现在我们纯粹在形式上将 g * 看作是某个假想系统的哈密顿函数.那么根据 
(42.1),!/^).^,= _ d // ck . 但是导数 d // ck 只可能依赖于假想系统的运动性 
质，而与变量的特定选择无关.因此，在从一组正则变量变换到另一组正则变量 
时，泊松括号 \ f , g \ 不会改变. 

由公式 (42.13) 和定理 (45.9) 可得 

I Qz ， Q 山 d =0 ， 1P Z ， P 山 ， g = 0 ， \Pi,Qk\p,q = 8 lk . (45.10) 

这些是用泊松括号写岀的变换 P，q — P ， Q 为正则变换时新变量必须满足的条 
件. « 

值得指岀的是，在运动中变量 p . q 的变化本身也可以看作一系列的正则变 
换•这个结论的含义如下.设 q t ， p t 是正则变量在 Z 时刻的值，而是正 
则变量在另一个时刻 Z + r 的值.后者是前者（以及作为参量的时间间隔 r ) 的某 
种 函数： 


义…二 ， P t + T 二 ， r ) ， 

如果将这些公式看作从变量 q t ， p t 到变量^的变换，则这是正则变换. 
从作用量 S ((^ + I •，仏，纟， r ) 的微分表示式 

dS = T dq t + T - p t dq t ) - ( H t + r - H t )dt 

(见 (43.7)) 可以看出这是显然的，其中作用量 S (% h ，^，“ r ) 是沿着对给定的 


①这个变换相应的母函数为 
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r 在时间〖和 r 过点％和的真实轨道所取的泛函.比较这个公式和 
(45.6) 可知， - S 是变换的母函数. 


§46刘维尔定理 


为了给出力学现象的几何解释，经常用到 相空间 的概念，相空间是以所涉及 
的力学系统的 s 个广义坐标和 s 个广义动量为坐标轴的 2 s 维空间.相空间的每 
个点对应于系统的一个确定状态.当系统运动时，表示系统状态的相点在相空间 
中画出的曲线称为相轨道.微分的乘积 

dr 二 


可以看作相空间的“体积元”.下面我们研究对相空间某个区域的积分 dr ， 它 

%) 

表示这个区域的体积.我们来证明，这个积分值对正则变换具有不 变性： 如果从 
变量到变量 P ， Q 进行正则变换，则 p , q 空间和 P ， Q 空间相应区域的体 
积相等，即 





dq ^- dq.dpx 



/% 

… dQ 1 * ,# dQ 5 dPi , ** dP 5 . 
%) 


众所周知，多重积分的变量变换的公式为 


(46.1) 


%) 






dQi m ^dQ s dPi 999 dP 


s 




Ddqi m 99 dg s dpi 999 dp 


s 


其中 


D 


3( Qi ， … ,Q S ,P 1 ， … ， P S ) 

a (9 i ，… ，仏， Pi ， … ，久） 


(46.2) 


是变换的雅 可比行列式. 所以证明定理 （46.1) 归结为证明任何正则变换的雅可 
比行列式都等于1，即 



(46.3) 


利用雅可比行列式的一个熟知的性质，即在某种意义下可以将雅可比行列 


式看作分数.“分子和分母除以”3( ?1 ，…，心匕，…， P 5 ) ，得 


D 


3 (Qi ， … ， Q 5 ， Pi ， … ， / 3( gi ，…， 仏，夕 i ，…， 久） 
a (9i， …，…， PJ / 3(91 ， … ，仏， Pi ， .. 、 Ps) 


(46.4) 


根据雅可比行列式的另一个性质，如果“分子”和“分母”出现相同的量，则可以化 
为变量较少的雅可比行列式，并且在计算微分时这些相同量被视为常数.所以 


D 


3 (Q 


， a) 


a ( gi ， …， 


P — const 


3 ( 夕 1， …， jQ 

3(^ ，… ，巧 ) 


(46.5) 


q — const 


我们研究此式分子中的雅可比行列式.根据定义，这是 s 阶行列式，其第 i 
行和第6列的元素为 3 Q z /3 w . 利用公式(45.8)中的母函数公（ 9 ，尸)进行正则变 
换，得 
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3Qi_ d 2 o 

d Qk d Qk d Pi ， 

同样可以求岀表达式 (46.5) 的分母中行列式的第 f 行和第 A 列的元素为 

d 2 ^ 

这就是说，这两个行列式的差别仅仅是将行和列互换.所以它们相等， （46.5) 等 
于1，定理得证. 

现在我们想象在相空间中有一个小区域，其中的每个点按照力学系统的运 
动方程随时间运动.因此这个区域也整体地运动.但是，这个区域的体积保持不 
变，即 

dr = const . (46.6) 

%/ 

这个 结论称 为刘维尔定理 ，可直接由正则变换下相体积的不变性，以及在运动中 
f 和 g 的变化可以看作正则变换（在§45末尾已经指出）得到. 

完全类似地可以证明下面积分的不 变性： 

Zjdq^Pi ? 

%) %) 

I 

2_jdqidp t dq k dp k , 

J J J J 糾 

其中积分是对相空间的二维流形、四维流形等等进行的. 

§47哈密顿-雅可比方程 


在§43中已经引入了作为坐标和时间的函数的作用量.已经证明，这个函 
数 S ( g ，0 对时间的偏导数与哈密顿函数的关系为 

d ~^ + H ( q ， P ， t ) 二0, 

而它对坐标的偏导数就是广义动量.在哈密顿函数中将广义动量 p 用导数 

代替，可得函数 S ( g ，〖） 应该满足的方程 



这是一阶偏微分方程，称为 哈密顿-雅可比 方程. 



(47.1) 


像拉格朗日方程和正则方程一样，哈密顿-雅可比方程也是积分求解运动 
方程的一般方法的基础. 


在介绍这个方法之前，我们先说明一下，任何一阶偏微分方程都有依赖于任 
意函数的解，这个解称为方程的通积分.然而，在力学应用中更重要的不是哈密 
顿-雅可比方程的通积分，而是全积分，它是偏微分方程的解，包含的独立任意 
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常数的数目与独立变量的数目相等. 

在哈密顿-雅可比方程中独立变量是坐标和时间.所以对于自由度为 s 的 
系统，哈密顿-雅可比方程的全积分应该包括 s + 1 个任意常数.又因为函数 S 
仅以其导数的形式出现在哈密顿-雅可比方程中，所以任意常数中有一个是以 
相加方式出现的，即哈密顿-雅可比方程的全积分形式为 

s = /( ，，，…， g s ; A ，…， aj + A ， (47.2) 

其中 q ，…，和 A 是任意常数①. 

下面我们研究哈密顿-雅可比方程的全积分与我们感兴趣的运动方程的解 
之间的关系.为此我们进行从变量到新变量的正则变换，并且以 f ( t , q 9 a ) 

为母函数，而^，“，•••，％作为新的动量.新的坐标用仏，仏，…， ft 表示.因为 

1 

母函数依赖于老坐标和新动量，我们利用公式 (45.8): 


Pr 


_<， 


A = 


3 f 


二 


H + 


If 

dt • 


由于函数 / 满足哈密顿-雅可比方程，我们可以看出，新哈密顿函数应该 
等 于零： ^ 


H / = H + 


II 二 

3 1 


H + 


as 

d t 



所以对新变量的正则方程为1 = 0，么= 0,由此可得 

二 const y — const * 

另一方面，利用 s 个方程 * 


3£ = 


A 


(47.3) 


可以将 s 个坐标 g 用时间和 2 s 个常数 a ，/?表示出来，这就给岀了运动方程的通 
积分. 


①虽然这里我们并不需要哈密顿-雅可比方程的通积分，但是我们还是应该指出，如果已知全积 
分，则可以求出通积分.为此，我们认为 A 是其它常数的任意 函数： 

S = /(，，9 i ,…，，…， aj • 

用 5 个条件 


给出的坐标和时间的函数代替得到依赖于任意函数 A ( ai ，…， aj 的形式的通积分.事实上，对于按这 
种方式给定的函数 S ， 有 - 


as 

d Qi 





根据 su ， g ; a ) 是哈密顿-雅可比方程的全积分的假定， （ as / a 9 i ) a 满足哈密顿-雅可比方程.所以 
as/a &也满足哈密顿-雅可比方程. 


于是用哈密顿-雅可比方法求解力学系统的运动问题按如下步骤进行. 
根据哈密顿函数写出哈密顿-雅可比方程，并求该方程的全积分 (47.2) .将 


它对常数《求偏导数并使之等于新的常数/?，可得 s 个代数方程 


dS 


A * 


(47.4) 


t 


求解这些代数方程得到 g 作为时间和 2 s 个任意常数的函数.然后由方程久= 
3 S 可以求得动量对时间的依赖关系. 

如果哈密顿-雅可比方程有非全积分，它依赖于少于 s 个任意常数，则尽管 
不能由它求出运动方程的通积分，但是可以用来简化求通积分的过程.例如，如 
果已知包含一个任意常数《的函数 S ， 则关系 


3 S 


const 


给出一个关于 


9 i ，… 


，仏和〖的方程. 


如果函数 h 不显含时间， g 卩如果系统是保守的，哈密顿-雅可比方程有更 
简单的形式.这时作用量对时间的依赖关系归结为加上- 

S = S 0 ( q)-Et r (47.5) 

(参见§44)，代入 (47.1) 可得简约作用量 S Q ( g ) 的如下形式的哈密顿-雅可比 
方程 


H q u 


as 


9i 


as 


E 


(47.6) 


§48 分离变量 

蠡 

在一些重要的情况下，哈密顿-雅可比方程的全积分可以通 过分离变量的 
方法求得，该方法的实质如下. 

假设某一个坐标，例如用表示，与相应的导数 as / a gi ，在哈密顿-雅可 
比方程中仅以某种组合 < p(qt 的方式出现，该组合中不包含其它坐标， 

时间及其导数，即方程的形式为 




dS dS J 3 S 


0, 


(48.1) 


其中表亦除了 之外的所有坐标 


我们寻找以下和形式的解 


S ' iq ^ t ) + S 1 ( q 1 ) 


(48,2) 


将这个表达式代入 (48.1) ，可得 


① A ， 


dS' dS' I 3S X 

石，巾1， 冗 


(48.3) 
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假设解 (48.2) 已经得到，那么代入 (48.3) 后应该使该方程成为恒等式，而这 
个恒等式（特别是)对于坐标 gi 的任意值都成立.在 9 l 改变时只有函数^发生 
变化，所以 （48.3) 是恒等式要求^是常数.于是，方程 (48.3) 分成两个 方程： 



dS 

Ql ， d~ 


Qi 


dS ' dS 


= A ， 

(48.4) 

f 

- ， W 二 o. 

(48.5) 


其中 ^ 是任意常数.上面第一个是常微分方程，由此方程通过简单的积分可以 
求出函数士（ 91 ).还剩下偏微分方程 (48. 5)，但是它的独立变量数目减少了. 

如果用这样的方法可以相继地分离所有 s 个坐标和时间，则求哈密顿-雅 
可比方程的全积分就约化为求积分了.对于保守系统实际上只需要分离方程 
(47.6) 中的 s 个变量（坐标），在完全分离的情况下，方程的全积分写成 


s = q ，…， 〜）- E ( a 1 ，- •- , a s )t , (48.6) 

k 

其中每个乂都只是一个坐标的函数，而能量£:是任意常数 q ，…，~的函数，可 
以通过将 S 0 = SS , 代入方程 (47.6) 求得. 

一个特殊情况是循环变量的分离.循环坐标 W 不显含于哈密顿函数，所以 
也不显含于哈密顿-雅可比方程中.此时函数 一9 1 ，95/3 (?1 )约化为33/3( ?1 ，由 
方程 (48.4) 可求得5: = ^“，因此 


S = S ' iq ^ t ) + a 1 q 1 . (48.7) 

常数正是相应于循环坐标的常值动量 h = 3 S / a gi .对于一个保守系统而言， 
- Et 这一项中出现时间^相应于对“循环变量” f 的分离. . 

由此可见，在哈密顿-雅可比方程中分离变量的方法，包括了所有以前研究 

过的基于循环坐标简化运动方程积分的情况.现在还可以补充一些坐标为非循 

% 

环坐标，但仍可能分离变量的情况.这一切都表明，哈密顿-雅可比方法是求运 
动方程通积分的最有力的方法. 

为了在哈密顿-雅可比方程中分离变量，适当选择坐标非常关键.我们来看 
几个在不同坐标下分离变量的例子，它们与质点在各种外场中运动的问题相关， 
可能具有物理意义. 


1. 球坐标.用坐标 （ r ，0， 写出的哈密顿函数 

2 


2 


m 


P 


2 

r 



p \ 


r 


2 


2 • 2 
r sm 


U ( r ， d ， cp ) ， 


如果 



c{cp) 
r 2 sin 2 d ? 


其中 a (0 ， 6(0)， 是任意函数，则分离变量是可能的.此式最后一项未必有 



物理意义，因此，我们取下列形式的场 


U= + . (48.8) 

r 

在这种情况下对于函数 So 的哈密顿-雅可比方程为 

1 (3S 0 \ 2 1 r/9S 0 \ 2 

2^[-d7l +a(r) + wU^j 

考虑到 p 是循环坐标，求以下形式的解 

So ^ Pcp^ + Si( r) + S 2 (d) ， 

对于函数 SiO ) 和 s 2 (60 有方程 



(48.9) 

&，/?，£是任意积分常数，将上式对这3个任意常数求导并使之等于新常数，即 

可给岀运动方程的通解. 

2. 拋物线坐标 

从柱坐标(用 p ， cp ， z 表 7 K ) 到拋物线坐标 5， 7) ， cp 的变换公式为 

- Tj ) , p = . (48.10) 

坐标 $ 和彳取值范围是从零到 00 ，容易证实， f 和彳为常数的曲面是两族旋转拋 
物面（以 z 轴为对称轴）.引入球坐标中的半径 

r 二 V z 2 p 2 = ^( 6 + rj ) , (48.11) 

关系式 (48.10) 也可以写成另外一种形式' 

< 

^ — r z ^ rj 二 r — z • (48.12) 

下面我们用坐标 L V ， cp 写出质点的拉格朗日函数.将 （48.10) 对时间求导 
并代人用柱坐标表示的拉格朗日函数 

L = 专 (〆 + 〆 < p 2 + z 2 ) ~ U ( p , <p , z ) 




, cp ), 


得 


(48.13) 
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广义动量为 


^ = ^( 6 + rj)k, P v 二 …， 


P cp 


m 




哈密顿函数为 


1 、 _ , 2 


V 


2 如 + rjp 


Pi 


m 


6+7 


2m^rj 


U (5,7] ， 屮 ）. 


(48.14) 


在这种坐标下，物理上有意义的分离变量情况相应于下列形式的势能 


U 


< 2 ( 6 ) + b(y) _ a(r z) + b(r — z) 


2 


r 


(48.15) 


我们有关于 S Q 的方程 


2 


(6+7) 


m 


f ) 2 ” (勞 


2 - 


dS 


2 


0 


2 m^rj \ d cp 


+ 


g (6) + 6( ??) 


E . 


循环坐标 p 以 p 9 < p 的形式分离出来.然后将方程乘以 m ( e + 7/) 并重新组合各 


项，得 


2 ? 


9 S 


2 


2 


0 




ma 


( 6) - mE^ + + 2?y 


9 So 

d n 


2 




mb { rj ) — mErj + 二 0 • 


令 


So 二 + SjCf) + s 2 (rj ), 


可得两个方程 


26 


dS ； 


2 


2 


ma 


(彡） _ mE ^ + 


P cp 

26 


2 V 


dS 


2 


2 


drj 


mb ( rj ) — mErj + 


.2 

2 v 


/? 


积分可得 


S 




Et + p ? (p 





mE 

~Y 


2 


+ 


B ma ( $) Pcp 


26 


26 


4$ 2 


de 


r* 


mE 

~Y 


是任意积分常数. 



A 

2? 


mb ( rj ) 


2 


P (D 


4 V 


2 


d v 


(48.16) 


3. 椭圆坐标.坐标 5， rj ， cp 由公式 


p = <y (6 2 -1)(1 - rj 1 ) ， 


z 


兩 • 


(48.17) 


定义，常数 cr 是变换参数.坐标 f 取值范围是从1到 00 ，而坐标7取值范围是从 


1到+ 1.设 Z 轴上两个点土和 A 2 的坐标为 Z = CT 和 Z 


^，如果 q 和 r 2 


是任意点到这两个点的距离 




/( 


% — a ) 2 + p 2 , r 2 — ( z + a ) 2 p 2 ， 


a 


则可以得到几何意义明显的关系式 ® .将 (48.17) 代入上式，可得 


厂1 


r 2 = a( 6 + rj) , 


r 2 + n 


r 2 ~ r x 

2 g 


• (48.18) 


将拉格朗日函数从柱坐标表示的形式变换到椭圆坐标表示的形式，可得 




(6 2_ 1)(1 _ 7] 2 )cp 2 - Ud rj ， (p) • 

(48.19) 


由此可得哈密顿函数 


2 ma 1 ( 冬 2 — 〆 ) 


(6 2 -l)p|+(l-7 2 )^ 2 


? 2 -l 1- rj 


2 P<p 


U(e ， rj,cp) 


(48.20) 


物理上有意义的分离变量情况相应于势能为 


U 


+ 6 ( 

f — V 1 


厂1厂2 


厂1十厂 2 

2a 


厂2 - 厂1 

2a 


(48.21) 


其中 a ( f )，6( 7 ) 是任意函数.在哈密顿-雅可比方程中分离变量的结果给出 


Et + p 9 cp 


2 mcj 2 E 


2ma 2 a{ 

6 2 _ 1 ^ 


(6 2 - l ) 2 


df 


2ma 2 E 


+ 2 ma 2 b { 
1 — rj 2 

习 


(1 


Jvz^V 


(48.22) 


题 


习题 1 设质点在场 


U = — ~Fz 

r 


(库仑场和均勾场的复合）中运动，试求哈密顿-雅可比方程的全积分，并求这个 
运动特有的作为坐标和动量函数的守恒量. 


解：这 个场属于类型 （48. 15)，并且 

_ / 卜\ — F —2 


= 6 ( 77 ) = a + 


F 2 


① ? 为常数的曲面是以 Ai 和 A 2 为焦点的一簇椭球面 


2 


2 


a 2 (? 2 -l) 

而^为常数的曲面是以 A 和 A 2 为焦点的一簇双曲面 


o 2 rj 1 a 2 (l - rj 1 ) 
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用这些函数 a (幻和 6( 7)，哈密顿-雅可比方程的全积分由 （48.16) 给出 


为了解释常数卢的含义，我们写出方程 

2沙| + ma ( 6 ) 一 mE 专 + 


26 




J 


2 rjp 2 ^ + mb ( rj ) — mErj + 


.2 

2 v 


i 8. 


将两个方程相减①，用柱坐标下的动量 P p = ds / 3 P — p z = dS/dz 表示动量 p 
as /% 和 p 二 as /巧， 简单计算后得 


m 


az 


■ r 




m 


( 之 Pp — PPz ) 


.2 

P<P 


mp 


2 


Z 


m 

2 


Fp 2 . 


方括号中的表达式是纯库仑场特有的运动积分（矢量 （15.17) 的 z 分量）. 
习题 2同上题，但外场为 



疒 1 


«2 

^2 


(两个相距 2(7 的固定点的库仑场）. 
解：这 个场属于类型 （48. 21)，并且 


/卢、_ + 7/ 、 «1 一以 2 

a(6) --6 ， b{r/) = - rj. 

， a 1 a 1 

将这些表达式代入 （48. 22) 可得作用量 S(e ， 7;P，〖）. 常数卢 的含义可以类似于 
习题1的方式得出，在这种情况下它表示如下量的 守恒： 



我们研究一个由某个参数 A 表征并作一维有限运动的力学系统，参数 A 可 
以确定系统本身或者系统所处外场的性质 ©. 

假设参数 A 在某个外因影响下随时间缓慢（浸渐地）变化.缓慢的意思是在 
一个运动周期 7" 时间内 A 的变化很小，即 


① 实际上由两个方程消去含 E 的项而不是直接相减，再作后面的计算更简单.——译者注 

② 为了简化公式，我们假设只有一个这样的参数，但是所有的结论对任意多个参数情况也成立. 



Tf 《 A. 


(49.1) 


如果 A 为常数，系统是封闭的且具有常能量 £： 并以确定的周期: T (£) 作严 
格周期运动.当 A 变化时，系统不再是封闭的，能量不守恒.但是因为假设 A 仅 




缓慢变化，所以能量£：的变化率£也很小.如果按周期了平均这个变化率，因而 

I 

消除其中的“快”振动，则所得的值左确定了系统能量的平缓变化率，它正比于 




参数的变化率 A . 换句话说，在这种意义上所取的缓慢变化量£：将是 A 的某个函 
数，£对 A 的依赖关系可以写成£和义的某种组合等于常数的形式.在含有缓变 
参数的系统运动过程中保持不变的这个量称为 浸渐不变量. 

设 HU ， p ， A ) 是依赖于参数 A 的系统的哈密顿函数.根据公式 （40. 5)，系 
统能量的变化率为 


d£ 

dt 


dH ^dH dA 
dt 3X dt ^ 


(49.2) 


这个公式右端表达式不仅仅依赖于缓变量 A ，而且依赖于快变量 q ， p . 为了确定 
能量的平缓变化，按照上面的讨论，应该按运动周期平均等式 （49.2) .考虑到 A 


# 


变化缓慢 （ A 变化也缓慢），可以将 A 移到平均化符号之外 

d£ = dA 9H 
dt dt 9X 


(49.3) 


在被平均的函数 aH / aA 中只将看作变量，而 A 不看作变量.换句话说，对如 
果 A 保持不变时系统将发生的运动取平均. 

我们将平均化写成显式为 

3H _ 1 f T d_H 

~dl ~ TJo 

根据哈密顿方程 4 = 或者 


ck • 




dH/dp 


对时间的积分因而可以换为对坐标的积分，并且周期： T 写成 


T 





dH/dp ， 


(49.4) 


这里符号 （） 表示对坐标在一个周期时间内完整变化（“向前”和“向后”）范围的 

%) 

积分 ® .于是，公式 (49.3) 变为 


①如果系统的运动是转动，而坐标 g 是某个转角心则对^的积分应该是沿着“完整一圈”，即从零 


到 2 丌 . 


dE 

dt 


dA 

dt 


3 H /3 X 

dH /3 p d 

: d g 

dH/dp 


dg 


(49.5) 


前面已经指岀过，这个公式中的积分应该沿着 A 为给定常数的运动轨道进 
行.沿着这个轨道哈密顿函数保持常值£，而动量是变化的坐标 g 和两个独立 
常参数 E ， A 的确定函数.因此，将动量当作函数并将方程 H ( p ， q ' 
A ) = £ 对参数 A 求导，得 


dH { dH dp 


或者 


dH/d 入 
dH/dp 


dp 

dX 


将此式代入 (49.5) 的分子中并将分母中的被积函数写成有 


d £ 


dA 

d ， 





q 



d P 

dE 


dq 


或者 


dp d £ dp dA \ 
dE dt dX dt q 


这个等式最后可以写成 


dl 

ck 


0, 


(49.6) 


其中 J 表示沿着 £， A 给定的运动轨道积分 


2丌 



pdg. 


(49.7) 


这个结果表明，当参数 A 变化时，在这里所考虑的近似下 J 保持常数， g 卩 I 是浸 
渐不变量. 

量/是系统能量（和参数 A ) 的函数，它对能量的偏导数确定运动周期 ：根据 
(49.4)，有 ， 


2丌 


di _ 

dE 


dp 

9E 


dq — T j 


(49.8) 


或者 


dE 

~dl 


(49.9) 


其中 co — 2 tt/T 是系统的振动频率. 


如果利用系统相轨道的概念，积分 (49.7) 有明显的几何意义.在所考虑的一 
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个自由度的情况下，相空间退化为有坐标的二维空间（即平面），而周期运 
动系统的相轨道是这个平面上的封闭曲线.沿着这条曲线的积分 （49.7) 是该曲 
线所包围的面积，它也可以写成为面积分的形式 

I = dpdq . (49.10) 

ZtcJ 

作为例子，我们来确定一维振子的浸渐不变量.它的哈密顿函数为 

H = _ 2g2 , (49.11) 

lm Z 

其中是振子的固有频率.相轨道方程由能量守恒定律 给出： 

H(p ， q>E. 

这是半轴为和的椭圆，它的面积（除以 2 tc ) 为 

I = E / co . (49.12) 

I 的浸渐不变性意味着，当振子的参数缓慢变化时，能量和频率成正比. 


§50正则变量 


下面设参数 A 为常数，因此所讨论的系统是封闭的. 

我们做变量的正则变换，选取 J 作为新的“动量”.这时表示为 g ， J 的 
函数的“简约作用量” S Q 就是母函数.事实上， S Q 定义为给定能量£和参数 A 时 
的积分 

j 

S 0 ( q,E ; A ) = p(q ,E ; X)dq , (50.1) 

但是，对于封闭系统， J 只是能量的函数，所以 S 。 可以完全同等地表示成函数 
s 0 ( q , I ; A ) 的形式，偏导数 （a S Q /3 二 P 等予1 为常数时的偏导数 
( as Q / a g ),. 因此 




9 S 0 (q ,1 ; X ) 

d Q 


(50.2) 


这相应于正则变换 (45.8) 中第一个公式.第二个公式确定新“坐标”，我们用 w 
表: 


dS 0 (q , I ; X ) 

dl 


(50.3) 


变量 J 和 w 称为正则变量， Z 称为作用变量，切称为角变量. 

由于母函数 S Q ( g ， jT ; A ) 不显含时间，所以新的哈密顿函数 fT 就是用新变 
量表示的老的换句话说， PT 是表示为作用变量的函数的能量 £( J ). 相应地， 
正则变量的哈密顿方程为 

J =0, w = ^ P ~, (50.4) 

dl 





164 




第七章正则方程 


正如本该如此的那样，第一个方程表明 I 是常数.能量是常数，/也是常数.由第 
二个方程可知，角变量是时间的线性 函数： 

d £ 

vo — + const = ( jT) ， + const, ( 50 . 5 ) 

这是振动相位. 

作用量 So ( g ， J ) 是坐标的多值函数.每经过一个周期，这个函数不回到原 
来的值，而是有一个增量 


AS 0 = 27 t /. (50.6) 

从 (50.1) 和 J 的定义 （49.7) 来看这是很显然的.在同样的时间内，角变量的增 
量为 


dS 0 d 

Aw — A ~ ^ jAS 0 — 2 tt . (50.7) 

相反地，如果我们用正则变量 I ， w 表示 g ，/>，或者它们的任何单值函数 

打9，户），则 W 增加 271( J 不变）时，这些函数的值保持不变.换言之，用正则变 

量表示的任何单值函数是 W 的周期为 2; r 的周期函数. 

对于参数 A 随时间变化的非封闭系统，运动方程也可以用正则变量 Uw 

表示.由积分 (50.1) 定义并用积分 (49.7) 给定的变量 J 表示的 S Q 为母函数，按 

公式 (50.2) 和 （50.3) 仍然可以实现到这些变量的变换.这时就如同参数 AU ) 有 

已知的固定值时那样计算不定积分 （50.1) 和定积分 (49. 7)，就是说， S Q ( g ， J ; 

A (0) 是先前参数 A 为常数时的母函数，但最后用给定函数 AU ) 代替了常参数 
A ①. ' 

因为现在母函数像参数 A —样显含时间，新哈密顿函数 iT 与老哈密顿函 
数（即能量 £ a )) 不同.根据正则变换一般公式 (45.8) 有 

= EU ； X ) + d ^ = E ( I ；^) + (50.8) 

其中引人了记号 

a= (香 （50 . 9) 

这里在对 A 微分后， A 应该根据公式 (50.3) 用 I , W 表示. 

现在哈密顿方程为 

/ = - = _ f ) 乂， (50.10) 

lux 


①然而，需要强调的是，按这种方式确定的函数 S G 已经不是哈密顿函数显含时间的系统的真实简 
约作用量！ 
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w = ~ co ( J ; A ) + I j A , (50.11) 

其中 cv = ( dE / dI) x 是振动频率，也是如同 A 是常数时那样计算的. 

习 题 


习题对频率依赖于时间的简谐振子（哈密顿函数为 （49.11)) 写出用正则 
变量 I , XV 表示的运动方程. 

解： 因为在 (50.1) — (50.3) 中的所有运算都是对常数 A (在现在的情况下 A 
为频率⑷自身）进行的，因此与切的关系与频率不变 （ ZV — OJt ) 时有相同的 
形式： 


由此得 

然后有 



p — \/ 2 Icom cos 


U ). 


S 0 二 pdq 



dzv — 21 


cos 2 wdw. 


A - 



3So 

3 co 





sin 2 w . 


于是，方程 （50.10) 和 （50.11) 变为 


參 



-/—cos 2^, 
0) 




CO 

2(0 


sin 2 vu . 
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利用 （50.10) 形式的运动方程可以进一步证明作用变量是浸渐不变量. 

函数 S Q ( g ， J ; A ) 不是 g 的单值函数，当坐标变化回到初始值时， S Q 增加 
271/的整数倍.然而，导数 (50.9) 是单值函数，因为求导是在 J 为常值时进行的， 
S 0 的增量不出现于求导结果中.像任何单值函数一样，当 A 用角变量加表示时 

是一个周期函数.周期函数的导数对周期的平均值等于零.所以对方程 


(50.10) 取平均并将 i 移岀平均值之外（当 A 仅缓慢变化时），可得 


于是结论得证 ®. 



(51.1) 


①角变量 w 在浸渐过程中的行为由 J.Hannay 给出，现称为 Hannay 角 . 参见 Hannay J. Angle vari¬ 
able holonomy in adiabatic excursion of an integrable Hamiltonian. J. Phys. A ： Math. Gen, 1985, 18:221;Berry 
MV. Classical adiabatic angles and quantum adiabatic phase. J. Phys. A: Math. Gen, 1985,18:15 . ——译校者注 



利用运动方程 （50.10) 和 （50.11) 可以研究浸渐不变量守恒的准确度.我们 
可以将这个问题表述如下:设当 - 00 和 + oo 时，参数 A ( z ) 趋向于定常极 
限值 A _ 和 A + ，浸渐不变量 U 二- oo 时）的初值给定，我们求〖二+ oo 时的增 
量 AI 二 1 + - 1_ • 

由方程 (50.10) 有 

「+°° 3A - 

A / = - A d ^. (51.2) 

J ^oo dzv 

前面已经证明过 A 是变量 w 的周期函数（周期为 2 tt ) ，我们将它展开为傅里叶 
级数： 


A = 2 (51.3) 

1= - oo 

由于 A 为实数，展开式的系数满足关系 A _ Z = A Z ' 由此得 

^ A 00 °° 

= S i^ iZ -A z = IRe^ile^A,. ( 51 . 4 ) 

W 1= -oo l = 1 

当 i 足够小时，导数 A 是正的（它的符号与⑷的符号相同，参见 （50. 11))，即 
加是时间 z 的单调函数.因此在将 （51.2) 从对 z 积分变换 为对加 积分时，积分 
限不变，即 



(51.5) 


将 (51.4) 代人此式并将 w 在形式上看作复变量来进行积分变换.假设被积 
函数对于实的 w 没有奇点，将积分路径从实轴移到该复变量 w 的上半平面.这 
时回路绕过被积函数的奇点“连接”，形成围绕奇点的环路，如图56所示. 

设是最接近实轴的奇点，即有最小 
(正的）虚部的奇点.在积分 （51.5) 中这个点 
的邻域的贡献是主要的，并且级数 （51.4) 的 
每 一 项给出包含因子 exp (- Zlmwo ) 的贡献. 

又仅保留负指数有最小量值的项 （ g 卩 Z = 1 的 
项），可得① 



△ J 〜 exp ( — Imw 0 ). (51.6) 


设纟 0 是相应于奇点 wo 的时刻（复数！） ： 图 56 

uj ( t 0 ) = w 0 . 一 般来说， U Q I 的量级与系统参数变化的特征时间相同，我们用 T 


①在特殊情况下，展开式 （51.4) 中可能不包含 1 = 1 的项（例如，参见本节习题1)，在任何情况下都 
必须取级数中出现的 Z 为最小值的项. 


浸渐不变量守恒的准确度 
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表示这个时间 ® .在 (51.6) 中指数的量级为 


ImzvQ 


COT 


t/T 


按照假设， r » T ，因此这个指数很大.于是差值 
率减小而指数衰减 


(51.7) 

I 随着系统参数的变化 


为了确定关于 T / t 的一阶近似下的 w Q ( 即在指数中只保留 （ TVrK 1 量级 




的项），可以在方程 (50.11) 中略去含 A 的小量项，即写成 


dw 

dt 


o >( J ， 久⑴）， 


(51.8) 


并且将函数 o ； a ， AU )) 的自变量 j 取为一个常数值，比如 j _ .那么 


w 0 


co(I , 


(51.9) 


(积分下限可以取任意实数值^因为它对所要求的 wo 的虚部没有影响） ®. 

由 （51.8) 得到的 4( 并取级数 (51.4) 中的一项作为积分 (51.5) 变为 


△ JT 〜 Re ie 


A dw 
⑴ U ， A). 


(51.10) 


由此可见，关于最接近实轴而需要考虑的奇点是函数 i 和 1/ wU ) 的奇点（极点、 
支点）.这里需要记住的是，为指数小量的结论是与上述函数没有实奇点的假 
设相关的. 


习 


题 


习题1设简谐振子的频率按规律 


2 _ 2 1 + ae Q 

CV — 0)0 - 7 

° 1 + e 加 


从 


时的值 


⑷0 


到乙 


时的值 ( a > 0 , a <5 C a>o ) 缓慢变 


化，试估算的量级④. 


解：将 频率⑷自身取为参数 A ， 有 


i = | ■(- 


+ a 


① 如果参数 A 变化的缓慢性仅可通过比值 f=z/r 表示为对时间 f 的依赖关系，其中 r 很大，则 ~ 
= 技。，其中 ^ 是函数 A(f) 不依赖于 r 的奇点 . 

② 应该注意，如果函数 A(0 的初值和终值相等 （ A_ = A + ) ， 则不仅差是指数小量，而且能量的 
终值和初值之差 △£ = £：+ - £ ： - 也是指数小量，根据公式 (49. 9) ，在这种情况下 △E = a>A/. 

③ 这些论点的更详细的证明以及 （ 51. 6) 中指数的系数的计算可参见 论文 ： CjiyuKHH A. A.// 
米 9TO. — 1963 . — T. 45 . — C. 978 . Slutskin A A. Motion of a one-dimensional nonlinear oscillator under adia¬ 
batic conditions. Soviet Physics JETP ， 1964,18:676. 

④ 振子的简谐性反映在振动频率不依赖于能量 . • 



• 168 • 


第七章正则方程 


当 e ^ = - 1和 e _ at = — a 时，这个函数有极点.计算积分我们发现 

%/ 

Imwo 的最小值来自于极点之一扣 0 = _ ln ( — a ) ，且为 




Imw 


coqTz/ a (a > 1) ， 


o 


ojqK \Ta / a 


a 


< 1 ). 


对于简谐振子， A 〜 sin 2 w (参见 § 50 的习题），所以级数 （51.3) 约化为两项 （/ 
±2) .因此，对简谐振子 


△ J 〜 exp (— 2Imwo) • 

习题 2质点在势阱中振动.试求在摩擦力九= - 作用下能童变化规 
律，其中系数 a 很小，: c 为笛卡儿坐标. 

解： 按振动周期平均方程 （25. 13)，在一阶近似中忽略阻尼.有 


d£ 

dt 



a x 


2 



a 




T 


TJ 0 


x 2 dt 


a 


T 




O i 2 dt 




2 ^ra 

mT 


UE ), 


其中 J (£) 是浸渐不变量， m 是质点的质量.根据 （49.8)， 用 J 表示振动周期 T ， 
求得 


积分得 


dl dE a 

」 ■■■■■■■■ ■ 一 

dE dt m 


/(E) = 7(£ 0 )exp(-^). 

这个公式隐含地确定了 £ U ). 对于简谐振子，这+公式变为 （25.5) .这个解在 
a 7 Vm « l 的条件下成立. 


§52条件周期运动 

我们研究多自由度封闭系统的有限运动(所有坐标都是有限的）.并假设用哈密 
顿-雅可比方法变量可以完全分离.这就是说，适当选择坐标可以使简约作用量写为 
如下函数之和的形式 

S 0 = ( gp ， (52.1) 

i 

其中每个函数都仅依赖于一个坐标. 

因为广义动量为 

_as 0 _ds ? - 

所以每个函数&都可以写成 

/% 

Si = p t dq t . (52.2) 


§52 条件周期运动 
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这些函数是多值函数.根据运动有限性，每个坐标都只能在有限范围内取值.当 
qi 在此范围内“向前”和“向后”变化时，作用量获得增量为 

AS 0 - AS , = 27 t /,, (52.3) 

其中是沿着刚提到的％变化计算的积分® 

h = (52.4) 


现在进行类似于§ 50对于一个自由度系统所做的正则变换.新变量是“作 


用变量”和“角变量” 


3 S 0 ( qJ ) 

^~ 3 L ~~~^ 


X ： 


^3S k (q k9 I) 


k 


dL 


(52.5) 


其中母函数还是表示为坐标和 L 的函数形式的作用量.这些变量的运动方程是 




0， xv 


9 E ( I ) 

3L 


它们给出 


const , 


3E ⑴ 
dL 


const . 


(52.6) 

(52.7) 


类似 (50.7) 也可得，坐标&的完整变化(“向前”和“向后”)对应于^变化 2 tt : 

= 2 tc . (52.8) 

也就是说，是坐标的多值函数，当坐标变化并回到初值 时，％ 可能改变 
了 2 tt 的整数倍.这个性质也可以表达为用坐标和动量表示的函数 Wl ( p ， q ) 在 
系统的相空间中的性质.既然用表示的 A 是这些变量的单值函数，则将 
以 />， g ) 代入叫（9，/)可得函数在相空间中沿着任意封闭曲线绕行 
一周，它可能改变 2 tt 的整数(或者零)倍. 

由此可见，系统状态的任何单值函数如果用正则变量 I ， w 表 
示，是角变量的周期函数，并且对每个变量的周期均为 2; r . 这个函数可以展开成 
多重傅里叶级数 



〉 i A ； z z exp[i(l 1 w 1 + 


+ ^S W S )] 


①但是，应该强调指出，这里所指的是坐标 A 在其整个允许值范围内形式上的变化，不是像一维 
运动情况那样在实际运动周期内的变化.多自由度系统实际的有限运动，在一般情况下不仅整个运动不 


是周期的，而且甚至每个坐标单独随时间的变化也不是周期的（见下文）. 

②因为相差 27 T 整数倍的 P 对应于系统的同一个状态，所以“转动坐标” 以参见 §49的第二个脚 
注）与系统状态的关系不是 一一 对应的.因此，如果在坐标 g 中有这样的角卜则在函数 F ( gj ) 中所包 
含的 p ，只能是形如 sin 9 ?或者 cos p 的表达式，这样的表达式与系统状态之间的关系是一一对应的. 
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(/^心，…，/ 5 是整数）.将作为时间函数的角变量代入，可得 F 对时间的依赖关 
系，由下面形式的和给出 

p ^ ^ , \, ( 7 9E 7 3E ' 3E\ 

F = H A l]l2 ... L explain W + 匕在 + …+ A 汗 • 

/ =—oo /=—oo \ 丄 乙 S / 



(52.9) 

这个和中的每一^项都是时间的周期函数，其频率 


/肉 + …+ l s (V s , 

(52.10) 

是基频 


9 E 

(52.11) 


的整数倍之和.既然所有频率 （52.10) —^般不是某一^个频率的整数（或有理数) 
倍，则整个和 （52.9) 不是严格的周期函数.特别地，系统的坐标 g 和 p 本身也不 
是周期函数. 

因此，系统的运动，无论作为整体还是对任一坐标，一般不是严格周期的.这 
就是说，如果系统经过某个状态，那么系统在有限时间内都不会重新经过这个状 
态.但是可以肯定，在足够长的时间内，系统会任意接近这个状态.由于这个性 
质，这种运动称为条 件周期运动. 

在很多特殊情况下，基频 A 中有两个（或更多个）在^取任意值时是可公 
度的，这称之为简并.如果所有 s 个频率是可公度的，则系统的运动称为 完全简 
并.显然，在后一种情况下，运动是严格周期的，所有质点的轨道都是封闭的. 

首先，存在简并导致系统能量所依赖的独立变量 （ A ) 的数量减少.设两个频 
率 M 和满足关系式 


9 E = 9 E 
~dl x ~ Ul 


(52.12) 


其中以和心是整数，则由此可见，和仅以和 + n \^ i 的形式岀现在 
能量中. 

简并运动最重要的特性是，单值的运动积分数目与有相同自由度的一般非 
简并系统的运动积分数目相比增加了 .在非简并情况下，在 （2 s -1) 个运动积分 
中仅有 s 个系统状态函数是单值的，例如 s 个^可以是这样的单值运动积分，其 
余的 s - 1个积分可以写成差的形式 


3 E 

w l jY k ~ w k 


d_E 

死. 


(52.13) 


由公式 （52.7) 直接可以得岀这些差是常数，但是由于角变量的非单值性，这些差 
不是系统状态的单值函数. 

存在简并时情况就不同了.例如，根据关系式 (52.12) ，积分 
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ZVi 71 \ — VU 2 U 2 (52.14) 

尽管不是单值的，但是多值性仅归结为增加 2 tc 的任意整数倍.所以只要取这些 
量的三角函数就可以得到新的单值运动积分. 

在场 _ a / r 中的运动（见本节习题）就是简并运动的例子.正是存在简 
并导致系统出现新的为此场所特有的单值运动积分 （15. 17)，而系统的两个（因 
为运动是二维平面运动）通常的单值运动积分，即角动量 M 和能量£，是任何有 
心力场中的运动都有的. 

我们也应该注意到，岀现附加单值积分反过来使简并运动具有一个特 性:简 
并运动允许不只是在一种确定的坐标选择下，而是在多种不同的坐标选择下可 
以完全分离变量①.事实上，用可以分离变量的坐标表示的是单值运动积分. 
但是存在运动简并时，单值运动积分数大于^所以所需 A 的选择不是唯一的. 
仍以开普勒运动为例，它在球坐标和拋物线坐标下都可以分离变量. 

在§49已经证明，在一维有限运动中作用变量是浸渐不变量.对于多自由 
度系统这个结论也正确.直接推广§51开始介绍的方法就可以在一般情况下给 
予证明. 

对于含可变参数 AU ) 的多维系统，用正则变量写出的运动方程，给出 
类似于 (50.10) 的每个作用变量^的变化率表达式 

• 3A - 

-^" A ， (52.15) 

其中，与前面一样 ， A 对这个方程的平均化应该在这样的时间间隔 

内进行，它比系统的基本周期长，但比参数 A U ) 变化的时间短.这时〗可以移到 
平均符号之外，因而变为对导数求平均，这如同 A 是常数时发生的运 

动，是条件周期运动.这样 A 就是角变量^的单值周期函数，的平均 

• , 

值等于零. 

最后我们对多自由度 G ) 封闭系统有限运动在一般情况下的性质作几点简 
短的讨论，这时不假设哈密顿-雅可比方程可以分离变量. 

数目等于自由度的运动积分^的单值性是可分离变量系统的基本性质.然 
而，在系统不能分离变量的一般情况下，单值运动积分只包括那些反映空间、时 
间的均匀性和各向同性的不变的量，即单值运动积分就是能量守恒、动量守恒和 
角动量守恒. 

系统的相轨道通过相空间中由单值运动积分的给定常数值所确定的区域. 
对于可分离变量的系统^个单值运动积分确定了相空间中的 s 维流形（超曲 
面）.在足够长的时间内，系统的相轨道无限稠密地覆盖这个超曲面. 


①这时我们不考虑形如 〆 = 〆 （“），& 二 心（ 91 )的简单变换. 
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然而，对于不能分离变量的系统，单值运动积分数少于在相空间中相轨 
道(完全或者部分地)充满维数比 s 高的区域（流形）.另一方面，在简并系统中， 
有多于 s 个运动积分，相轨道占据维数小于 s 的流形. 

最后需要指出，如果系统的哈密顿函数与可以分离变量的函数仅相差很小 
的项，则运动性质接近条件周期运动的性质，并且两者之差是比哈密顿函数中附 
加小量项更高阶的小量. 


习 题 

习题试求在场 U = - a / r 中椭圆运动的作用变量. 
解：在运动平面中，采用极坐标 r ，屮有 



M ， 



由此得作用变量表示的能量 


2a +J,) 2 . 

能量仅依赖于变量之和心表明运动简并，（在 p 和 r 方向的）两个基频相 
等. 


轨道参数 > 和 e (参见 （15.4)) 用 Up 表示为 

2 


由于 J r 和心是浸渐不变量，在系数 a 或者质量 m 缓慢变化时，轨道偏心率保持 
不变，而轨道的尺度变化反比于 a 和 



理论物理学教程•力学 


众所周知，物理学是由实验物理和理论物理两个学科组成的.我们已知的大 
量物理定律可以由为数不多的最一般规律推演出来.这样的推演和最一般规律 
的建立需要独特的方法，这些构成了特别的学科——理论物理学的任务. 

理论物理利用数学手段和方法得出自己的结果和结论，但理论物理与数学 
的截然不同在于前者与实验结果的直接联系，且不说最一般规律的建立只能以 
实验数据为基础，甚至从一般规律中得到推论也需要对现象做预先的实验研究， 
没有这样的实验研究，就无法从大量参与因素中判断哪些因素是重要的，哪些因 
素是可以忽略的.在得到只考虑重要因素的方程之后，从本质上说，理论物理的 
任务就基本完成了.进一步应用这些方程于复杂程度不同的具体情况很快成为 
数学的研究对象，由称为数学物理的一个数学分支来研究. 

理论物理的目标是建立物理定律，即建立物理量之间的关系.确定物理量的 
具体数值一般不是理论物理的任务，实验在处理这些问题方面相对比较容易，因 
为在绝大多数情况下，实验不必进行花费大量时间和人力的类似的计算.当然， 
用理论可以直接算出数值的简单情况除外 

必须指出，由于理论物理的任务是建立刻画给定现象的物理量之间的联系， 
因此只有在自然界确实存在这种联系时，才能建立理论.但是，经常是我们感兴 
趣的物理量之间毫无关系，亦即在不同的自然现象中可以在极为不同的组合中 
遇到这些物理量.因此，缺乏某个现象的理论并不意味着它无法解释.如同在其 
它情况下规律性可以由最一般的规律得出一样，在这种情况下不存在规律性的 


①朗道写这个序言是在1940年，那时的计算手段很落后，所以数值计算比实验还困难.——译者 
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结论也能从最一般的规律得出. 

近似分析在理论物理中起着极大的作用.首先，所有精确的规律都是近似 
的，尽管在绝大多数情况下这种近似给出的精确度非常高.其次，对物理规律并 
没有绝对精确的要求.如果事先确定了某个现象的研究范围，给出的规律只要满 
足问题所设的精度要求也就足够•因此，我们仍然使用牛顿力学来研究炮弹的运 
动，尽管我们不仅知道这个力学不是绝对精确的，而且我们也掌握了更加精确的 
相对论力学. 

正因为如此，在理论物理中有一些早已被证实不太精确的理论（通常称为经 
典理论）与精确理论并存并和睦相处，这是因为它们对于现象的特定研究范围仍 
有应用价值•任何逻辑上封闭的、其真实性在一定精确程度上被实验所证实的理 
论永远不会失去价值，而是作为特殊情况下成立的近似结果被所有后来更为精 
确的理论所包含.当然，这不包括那些存在内在矛盾的理论，它们仅在理论物理 
发展的某一个阶段具有价值. 

由此可见，近似在一般物理理论中起着重要作用，在从一般规律推导具体规 
律的过程中其作用也毫不逊色•考虑非重要因素的过于精确的计算不仅会使计 
算结果毫无价值地复杂化，甚至还会导致存在于现象中的规律被忽视.事实上， 
不仅规律的具体形式是近似的，而且刻画现象的物理量之间的函数关系也是近 
似的，超出给定精度极限，这些物理量的关系可能是任意的. 

确定所研究现象的近似程度在理论研究中是极端重要的.最严重的错误是， 

釆用非常精确的理论并详细计算所有的细节修正，同时却忽略了比它们大得多 
的物理量. 


Ji . A * 朗道 
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